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Exercice 1:
Pour b € R, on posa :

Salb) := Ek. So(b) =

1) Pour quels b € R la suite (S,(8)) ., converge-t-elle 7
Pour a > 0, on pose ug(a,b) := a%®
2) Discuter suivant les valetss de a et d la convergence de la suite (u,(c, B)) ex-

3) Montrer que si & > 0, alors YA € N* @

hde _ 1
— < —_ < —,
(k-ﬁ-l)",/. =

4) En déduire que si b > 0, alors Yn € N* .
,.(b]-l<j“—<s.{b)

et que Sa(6) = [; % + O(1) quand n = co.

S)Sia.=2[1).mcutrcrque§m,.\{>0ulsque\‘r.EN:mse"'::_M

6) Conclure en donnant une condition nécessaire =t suffisante sur a > 0

et b € R pour que la série ¥ u.(a,d) converge.
n20

Exercice 2 :
Soit E un sous-espace vectoriel de C*(R, K) de dimension finie n € N stable
par dérivation, i.e. V€ E, f € E.
1) Montrer que £ ¢ C*(R,K).
2)Onpose D: E — E.
s B
Montrer que D est bien définie et que D € L(E}.
3) Montrer que 3P € K, [X {0} tel que P(D) =
4) Montrer que E est exactement |'ensemble deu wlutiom d'une équation
Ciferentielle lintaire & coefficients constants d'ordre n = dim(E)
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Exercice 3 : . P :
1) Montrer que si A et B sont des matrices carrées ¢'ordre n, alors :
tr{AB) = twr(BA).

2) Soit £ un K-espace vectosal et u € L(E).

Soit (z,)ies € E' une {amilie e vecteurs propres de u cont les valeurs propres
associées sont deux A deux cisuincies.

Montrer que (z,)icr &t libre.

3) Pour o € R, on pose fo: R — R .
Tz — e
Moztrer que (fa)aea €st libre.

4) Poura € R, onpose go: [0,1] — R
Montrer que (ga)acn €st lbre.

Probléme :

L'objectif de ce probléme sers I'stude ces R-algébres unitaires commutatives
intdgres de dimension finie. A

1) Donzer un exemple dz R-algébre unitaire commutative intégre de dimen-
sion finie.

2) L'algtore donnte dans la réponse précédenze est-elle un corps 7

3) Donner un exemple de R-algébre unitaire commutative intégre qui ne soit
pas un corps Est-elle de dimension finie ?

1) Donner un exemple d'un sur-corps commuzatif de R de dimension finie et
us autrs de dimension infnie

On reppelle que K est un sur-corps de Ky s'tl exxsie un morphiste de corps

wnyectf ¢ - Ky — K. Dons ce cas, on confond Ky et ¢(Kp) pour derre
T K.

Soit (A, +,, x) une R-algibre unitaire commutative intégre de dimension

finie.

5) Pour z € A, en &udiant la famille (z*)ien. montrer qu'il existe un

polyndme unitaire P € R/X) tel que P(z) = 0.

Or. ropgelie que si Q(X) = ag+ X + .. +agX* € R'X], et s € A,
Qla) i= aply + @8 + ... +aga’.

Pour z € A, on pose I, := {P € RIX| : P(z) =0},
et N, := {deg(P) : P € L.\{0}}.
6) Montrer que ¥r € A, I, est un idéal de R[.X] non réduit & {0}
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7) Pour z € A, montrer qgue N; admet toujours un micoran: noté 4., et gue
d. € N°.

§) Montrer que V= € A, Sz, € [, unitaire tel que deg(x.) = d..

9) Montrer que I, = =.R.X] = {=.P: P € R[X]}.

10) Quels sont les plovnémes wraductibles ée R X| ?

11) En factorisant 7, comme produit de polynsmes irréductibies de R[X7,
déduire A partir de I'¢quation #.(z) = 0 que d, € (1,2).

12) Montrer que ¥z € A . d; = 1 ssi 2 € veci(l,y), et donnes 'expression de
T poury = Alaavec A ER ;

13) Montrer que = & A\vecz(1,) &si Ja,b € Rtelsque ¢ = db < O mt
wo(X) = X? +0X <+ b :

14) Pour quels r € A, 7.(0) = 0 ? En déduirs que tout éément non nul de
A admet un inverse dans A Que peut-on déduire concernant |2 structure
(A, -+, %x)?

15) Pour B anneau commutatif intégrs, on note Jg = {z € B :z*+ 1 = 0).
Quelles sont les valeurs possibles du cardinal de Jg 7 Douner des exemples
¢'anneaux B pour chagque valeur

16) 81 dim{A) = 1, quel est le cardinal de J 7 Dacs ce cas, & quelle algdbre
usuelle A est-¢lle isomorphe 7

Dans la suite, nous supposerons que dim(A) > 2.

7) En &tudiast Is forme canonique de n, pour un a € A\vect(1,), montrez
qu'il existe j € A tel que j* = ~14
En déduire que J4 = {}, =j}.

13) Montrer que pour tout = £ A\vect(l,), il exste g,b € R tels que
=gl + 4.
Indication . ulshaer les questions 13) et 17).

19) Déduire que A =vect(l4,j). Conclure en répertoriant, 4 isomorphisme
prés, toutes les R-algdbres unitares intégres commutatives de dimension finie.

Soit K un sur-corps de R. On écrit parabus RC K.

20) Vérifier que (K. <+, -, x) est une R-algdbre, ol le produit externe
Arx=)dxzpour AERet € K.

21) Que!s soc:, 4 isomorphisme prés, tous les sur-corps commutatifs dz R de
cimensior finie 7

22) Donner un exemple de sur-corps de R de dimension n finie, avec n 2 3.

* »» Fin de I'épreuve » » «
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