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Probléme :  Dans tout le problime, [ designe Uintervalle |-1,1].
On considére 'equation différenticlle

(1= -z =/(2) (/)
ot J désigne une fonction réelle de classe €7 sur [ ; on rappelle qu'une solution ¢ de cette équation
est une fonction dérivable sur [ telle que : ¥z € [, (1 = 2*) o' (2) = 2 (x) = [ (x).

Partie 1

On considére la suite (o). définie pas :

i
VieNoa = -l-/ (sinu)' du.
w3

1. Etablir une relation de récurrence entre ag et pour tout entier naturel
2. En dé&duire que :
| sii=D0,
a=¢ 0 81 1 ost impair,
':'.',"". L sl i est pair et non nul,
Partie 11

1. Soit o € R; justifier qu'il existe une ot une seule solution ¢ de (£y), définic sur 1 et telle que
¢ (0) = go. On énoncera avee précision le théoréme utilise.

. Montrer que toutes les solutions de (£7) sont de classe € sur [,
3. (n) Résoudre 'équation différenticlle homogene associee

(l—:’]y’—n-—ﬂ (£0)

(b) Etant donné un réel wy, démontrer que 'unique solution ¢ de I'équation différenticlle (y)
telle que ¢ (0) = yo pent s'exprimer de la fagon suivante

o B N Y v O )
ot Ll ,/T—?U gt tw)
(¢) Dans le cas particulier oi 1'équation différentielle est :
(1-2)y -z =1 (e1)

déterminer les solutions sur 1.

Partie 111

On considére maintenant que J est définie par unc série entiére de rayon de convergence R > 1:

-
Vre|-RR|.S(2) =) et
kud
1. (a) Montrer que los solutions de (£7) sur |=1,1] sont développables en série entiere, avec un
rayon de convergence au momns égal a 1.
(b) Soit 275 aer* 'une de ces solutions;
I. Exprimer, pour & > 1, ogqy on fonction de ay_y et be.
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ii. En déduire, pour & > 1, une relation vérifiée par 23, ::‘;:::J. ot {“_?}‘,;’L_" { on utilisera
la question 1. de la Partie 1).

iii. En déduire, pour p € N, oz, sous forme de sommes dépendant de ag, des age et des
by mvec 1l <k <p,

iv, De méme, déduire de In question (i) ci-dessus, pour k > 1, une relation vérifiée par
(2k + 1) asp iy 00k, (25 — 1) 02g 10y ot byecrzs.

v. En déduire, ponr p € N, azp41 sous forme de soinmes dépendant dex ag et des b, avee
l<k<p.

2. Dans tout ce qui suit, ¢ désigne Ia fonction définic, pour tout x € |1, 1], par :

iy W
== ) o
(n) Justifier existence de ¢ (z) pour tout = & 1—1,1[,

(b) Montrer que ¢ est une solution de (g7) sur [—1,1[.

(¢) Oun veut démontrer que @ {x) admet - f (1) pour limite lorsque = tend vers 1 par valeurs
inférieures,

i. Soit z € |—1,1] et soit 0 € |0, 7| tel que r = cos (7). Démontrer que ;

-1
w(z) = m/:ffm(“)]du

ii. Soit F la fonction définic par :

0 #
Yo€ |-=a F(0)= f [ (cos(u))du.
0

Justifier la dérivabilicé de F sur [, #[ et déterminer sa fonction dérivée F'. On énoncera
avec précision le théoréme utilisé,

ili., Conclure.

Exercice : Recherche d'une racine réelie x du polynome P.
On considére deux nombres réels et b (a < b) tels que Pla) P(b) <D,
On définit deux suites (o) cl {bn) pur (o) = a, (bg) = b, puis par :

® il =0 Ot by = 5 (g + by ) i P[uﬂ)f'( {an + b)) < 0.,

® Qnil = i(nﬂ +fln) et bn” = fin si P{nﬂ]P(i (ﬂ" +bn}) > .

1. Etablir que les suites (a,) et (h,) sont adjocentes,

2 Etablir, pour lout entier naturel n, qu'on a Pla,) P (b,) < 0.
En déduire que la limite commune x des suites (a,) ot (b,) est racine de P.

3. Ecrire un algorithme permettant d'obtenir un encadrement de r d’amplitude b < Qﬁl
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