Exercice : Dans cot exercice IK désigne It ou @ ot E cst le IK-cspace vectoriel égal

- = ) S } . = . swcloimor SO f rle .'f 0 STolT
K3 muni de sa basc canonique B (e1. eq,ey). Pour toul ndomorphisme j d :

r - : - A . [ % 1'.. .| acoe 211 A
f‘] — idg, ct pour tout entier naturel k, f!\ F1 f*o f. On notc My (IK) 'espace uff-. mabrice:

d'ordre 3 A coctheients dans K.

7 3 1 - ) ; s d’ordre avec c N, g1l exist & kB
On dit qu'un endomorphisme f de E est cyclique d’or dre p avec p € IN il existe a € E

verifiant les trois conditions s ——tes

— fP(a) =a;
— La famille (a, f(a),...,f? '(a)) est génératrice de E; ?
- La famille (a, f(a),---, P (a)) cst constituée d'éléments deux A deux distinets.
Dans ce cas la famille (a, f(a),-- -, 7~ 1(a)) est appelée un cycle de f.
-3 -2 =2
Dans cet exercice. on considére 'endomorphisme f de ¥ de matrice A = 2 ] 2

2 1 1

relativement a la base B.
1. (a) \ #rifier que B = (e1, f(e1). f*(e1)) est une base de E.
(b) Calculer f3 (ey) et en déduire la matrice de f relativernent a la base B’
(¢) En déduire que f4 = idg. (On ne demande pas de calculer Af)
(3) En déduire que f est cyclique d’ordre 4 et que (e1, f (e1) f2(e1),f? (1)) est un
cycle de f.
2. (a) Calciler le polyndme caractéristique de f.
(b) Si K =, donner un vecteur non nul w tel que f(w) = tw. (On notera w = w)+iwa.
avec w; et wy deux vecteurs a coefficients réels.)

e “
(c) Caleuler f(wy) et f(ws) et en déduire une base W= (v1,va. vy) de IR telle que

-1 0 9
1a matrice de f dans cette base est la matrice 0 0 1 dans M3z (IR).
0 -1 0

3. Soit  une forme bilinéaire symétrique sur IR® qui veérifie ¢ (f(z), f(¥)) = w(z,v)
pour tous z, y € IR>.

(a) Montrer que la base B, est orthogonale par rapport a .
(h) Donner la matrice de » dans B, en fonction de ¢ (vy.v1) et ¢ (v9,v3)-
(¢} Donner une condition nécessa® - - sufﬁsanté'%pour que i soit définie positive.

(d) On suppose que ¢ est définie positive. Si on se donne un endomorphisme g de R
de matrice M relativement A la base B;, donner la matrice de I'endomorphisme
adjoint de g relativement a la base B;.
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Probléme;
Partie I

Dans cette partie, on s'intéresse au caleul de Dintégrale de Gauss définie par

o0
I= / et dt.
0

—xl

1. Justifier I'existence de I.

e . ; 2
! T oque s —— pst intégrable suz )0, +oc] si et seulement si
2. Montrer que la fonction ¢ i+ 1) ]

>0
“+oc —zt

On pose alors pour tout z > 0, f(x)  TaED ;

3. Montrer que f est continue sur IH..
,& 4. Montrer que f(0) = .
5. Montrer que zli{?oo Sflz)= 0.
6. Montrer que f est de classe C' sur IR .
+m = y - P - ; g -
7. On pose o = / e——-du Venﬁer ¢ . f est une solution de I'équation différenticlle
: B _
Y Y= \/E. ‘:ﬂ

8. Resoudre I'équation différentielle (1). (On donnera une solution particuliére sous forme e

mtegra.le ) _ |

‘9. En dduire que pour tout z > 0, e f(z) =
10. Déterminer alors Ja valeur de a.

11. En d/ Auire que I = i;

Pour tout n € IN, on pose I = T
1. Justifier I'existence de .t',q‘ﬂ
2. Caleuler To.

3. Montrer que la suite

3. Moo que. el
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8. En déduirc que, pour tout n € IN,

(2n)! =«

h= i

9. Montrer que pour tout n € IN,

+oo dt
e f
1]

/ t? n+1"
(1+ n+1)
2

PN
10. Pour £ > 0 fixé, étudier les variations de la fonction £ — zln (1 + _a:—) sur IR

t'?‘ —n—1 1
Vn € N, (1 + ) <

11. En déduire que

n-l 14+¢2°

12. Montrer alors que lm vn+11[, = ﬁ
n—++oo 2
13. En déduire la formule de Wallis

.
vE= s 5

Partie III

Pour tout entier non « al n, on pose
ey = (n - %) Inn —n — In(n!).

1. Montrer que ;

Un — Up—1 ™~ Th—7

12n?
2. En déduire que la suite (u,),, est convergente.
On note [ sa limite.
3. Montrer que n! ~ e~'n"T7e™".
4. En utilisant la formule (2), montrer que | = —-g'iln (2r).

=

5. En déduire la formule de Stirling : o N

1
6. En remarquant que —5 ~
P .

7. En déduire la formul
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