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CONCOURS D’ENTREE 2011/2012

Epreuve de Mathématique
; _ 3 heures

La présentation, la lisibilité, I"orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans 'appréciation des copies.

Les candidats sont invités 4 encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document; I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel €lectronique est interdite. Seule
P'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve un candidat repére ce qui lui semble une erreur d'énoncé, il le signalera sur sa copie et poursuivra sa

composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené & prendre.

Probléme 1
Partie A : Etude d’une intégrale
Pour tout entier naturel n,on pose :

i x?n-&—l

1. Calculer J,.
2. Calculer I + I, .En déduire I.
3. a)Quel est le signe de 7, ?

1
b)Montrer que : I, + Iy, = T
1
En déd I Rl
¢)En déduire que : R

d)Montrer que la suite (I,) est convergente et calculer sa limite.
Partie B : Etude d’une série

1. a) Montrer par récurrence que :
pour tout entier naturel n non nul,

n—1 - (_l)khl
2(—1) fn - Z ‘——k—— - [n2

k=1

(_1 k-1

b) En déduire que la série de terme général et convergente et donner sa somme.

2. a)A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :

1 2n+3
I f
n—|~1) n+1Jo (14 z2)2 ™

b) Etablir les inégalités :
2n+3 1
—dr < ——
= ./ +22)2 T " 2n 44
c¢) En déduire : nﬁrfoo nl, puis un équivalent de 7,,.
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Partie C : calcul des intégrales I, — /01 e

a) A I'aide d’un changement de variable ¢ = z°, prouver que : I, = 5/0 b md:c
, y 1 gn 3 n l)k 1 i
b) En déduire que : [0 1.5 de'= ek ; (—=1)"In 2 pour tout n non nul.
1 3
c¢) Application : calculer /u i $d:5.

Probleme 2

Partie A :

On considére la matrice A définie par :

-9 5 2
A= —1' 4 2

2 —=10—=5

1. Quel est le rang de A ? _
2. Calculer det(A).A est-elle inversible? Donner A™! dans le cas échéant.

3. Montrer que A admet une seule valeur propre a. Expliquer pourquoi A n’est pas diago-
nalisable.

Partie B :
Soit f ’endomorphisme associé canoniquement A A.
On pose :

ur = f(e1)
up = (f — al)(w)
uz = 2e; + e3

ol (e, eg, e3) est la base canonique de C3,
1. Montrer que (us,uz, u3) est une base de C3.
2. Montrer que (ug,u3) est une base de E,.
3. Donner la matrice B de f dans la base (uy, ug, u3).
4. Exprimer A en fonction de B et la matrice de passage de (e1,€2,€3) & (u1,uz,u3).
5. Calculer B* et en déduire A*.
Application :

Soient (xn), (yn), (2a) trois suites de nombre complexe définies par :

Zo=Y=1,2=0
Tn41 = —2zy + Sy, + 22,
Unil = =%y + 4y, + 22,
Zny1 = 2Cn — 10y, — 52,

Trouver les expressions de z,,y, et z, en fonction de o, Yo, 2o €t n.
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