Concours d’acces en premiére année duy cycle ingénieur

Ui Ingénierie en CM'SET-MécantroniqUe
E’*ﬁ:fi; Epreuve d’Algebre
Lo Durée : 1h30

Probleme

e - A (TRY 1? = +la o ey iy e e o , a
On désigne par M3(R) ’ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & coéfficients
dans R et par M, ;(R) I'ensemble des matrices & coéfficients d

ans R & n lignes
et 1 colonne

Pour une matrice A de 'espace vectoriel M;3(R), on note

C(A) = {M € M(R) tel que AM = M A} ?
1. 0,5 point : |
Démontrer que pour A € M3(R), C(A) est un sous-espace vectoriel de
M;(R) |
! 4
1 4 =2
2. Soit u Iendomorphisme de R® et A4 — 0 6 =3 la matrice
\—1 4

associée a u dans la base canonique de R

(a) 2 points :
Calculer la polynéme caractér istique de A et les sous-espaces propres
associés a A

(b) 1 point :

Montrer que R® = ker(u — 2/ dps)2 & ker(u — 31dgs) (Idgs désigne

Papplication identité de R3)
(c) 0,5 point :

Montrer que ker(u — 2Idgs)? est stable par u. 3
(d) 1 point :

Soit v ’endomorphisme de ker (u—2Idgs)? induit par u sur ker(u—

21 dgs)?

v : ker(u — 2/dgs)* — ker(u — 21 dgs)?

Z — u(z) b
Déterminer une base de ker(u — 2Idgs)? relativement a laquelle la o
21
matrice de v est ( oo

(e) 2 points :

=

3 0
En déduire que A est semblablea T'= [ 0 2 1 o
0 0s2 3
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3.

6.

bijectif d'espaces vectoriels de M3(R)
(Que peut-on dire de la dimension de C(A4)?

I.ULII g,ela? on donnera une matrice inversible P de M;3(R) telle que
T Pl AR,

2 points :
Déterminer C(T") de la matrice T Déterminer sa dimension.

2 points :
Démontrer que I'application M — P 1MP est un endomorphisme

(a) 1 point

Existe-t-il un polynéme annulateur de A de degré i

a27?

(b) 2 points :

Démontrer que alors que C(A) = vect {15, A, A%}

(e) 2 points :

En déduire que C(A) est 'ensemble des polynémes en A
Ce résultat reste-t-il vrai pour une matrice A € M3(R)?

2 points :

Pour un entier non nul, on désiene pax

Sy 'ensemble des matrices symétriques de M

o, l'ensemble des matrices symétriques positives de

On admet que si 2, T2..., z, sont n réels positils, alors
i ::"\ :" 1
_\ Ly : i__l]_:";" i
& -__‘ 1=1

On rappelle qu'une matrice S appartient a S;, si S appartient & Sy

el s1, pour toute matrice X ¢ “1;'_: Y ranie XS X >0

Montrer qu’une matrice S de S, est une élément de S, si et seulement

s1 toutes les valeurs propres de S sont positives.

7. 2 points : 2
Soit S € SF. Démontrer que F
U , l i
y/ det (S) = —trace(o)
; n
3
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