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Pour une matrice A de I'espace vectoriel M;(R), on note C(A) = (M Ma(R), AM - M A} o commutant de
la matrice A.

1. Démontrer que pour A € M;(R), C(A) est un sous espace vectotiel de My (),

I 4 -2
2. Soit A = 0 6 -3 | etue LRY) lendomorphisine canonique assockd A A
-1 4 0

(a) Calenler le polynéme caractéristique de A et les sous espaces propres nasociéa b A,
(b) Montrer que R? = Ker(u - 3Tdgs) @ Ner(u - 2 dys)?,
() Montrer que Ker(u — 2Tdza)? est stable par u,
(d) Soit v I'endomorphisme de Ker(u - 2Ldgs)? induit par wosue Ker(u - 27dgs)? défind par ;
4 ; | &
v: Ker(u—2Tdgs)? - Ker(u - 20dgs)?
z =3 u(r)
Déterminer une base de Ker(u = 2Idgs)? relativement & laquelle la watrles de v est

2 1
(nu

(e) en déduire que A est semblable &

1 J oo
I'=={ 0 2 1
LU I

Pour cela, on donnera une matrice inversible 2 do Ma(R) tello que P=AP - 7,
J. Déterminer le commutant C(T) de la matrice ', Déterminer sa dimension,
4. Démontrer que application M +— P~ {P ost un endomorphisme bijectif d'ospaces vectoriels de M;(R).
Que peut-on déduire pour la dimension de Cc(A)?
5. (a) Existe-t-il un polynéme annulateur de A de degrd intérienr on dgal A 27
(b) Démontrer alors que C(A) = veet{ls, A, A?).
(¢) En déduire que C(A) est I'ensemble des polyndmes en A.
Ce résultat reste-t-il vrai pour une matrice A ¢ Ma(R)?

Pour un entier non nul n, on désigne par :

- Sn 'ensemble des matrices symétriques de M, (R),

- 5 l'ensemble des matrices symétriques positives de M, (R),
On admet que si z;, 23, ..., 7, sont n réels positify, alors oan a .

22w ([

fem] v=]

On rappelle qu'une matrice S appartient & S5, si 8 appartiont A Na et s, pour toute matrice X € M, 1(R),
ona'XSX >0

6. Démontrer qu'une matrice S de Sa est un élément Je 8wl et soulement s toutes les valeurs propres de
S sont positives.
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7. Soit § € §,!. Démontrer que
Ydet(S) < -Tl—ltracc(.S'}

|
8. Appliaction : Soit Al € M, (R), 1‘
(a) Démountrer que ‘MM € S},

© (b) Si M = (my;), en déduire I'inégalité

(drzt)\rf)z < (%)"(Z mej )

i=] j=1

R ———
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