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Les caleulatrices sont anforisé s,

NB: Le candidat atmchers la plus grande importance @ la clarté, 4 la précision et 4 la concision de |a

redaction
Si un candidat est smené § repérer ce qui peut lui sembl er &re une erreur d°énoncé, il le signalera sur sa
copic el devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené 3 prendre
1
Fxa

Prabléme
Ajitour des fonctions T et w d'Euler

Un des objectifs du probléme qui comporte trois paragraphes est de démontrer la
formule correspondante suivante :

S 1 1;;[_I+r1]-wp[l—51_]_
ot o=l 2t

olt @ €]0,1] et w estune fonction « I"Fuler » que Pon définira uliérieurement.

Lans le paragraphe I, on définit la fonction Gamma d”Euler ¢t on en montre quelques propriétés que
I"on ulilisera dans le paragraphe IT pour définir la fonction w d Euler et démontrer la formule ci-

dessus.
Bnfin, dans le paragraphe IT1, on éiudie plus en détail Ia fonction Gamma, dans fe but de la

representer graphiquement

Les paragraphes II et 11 sont indépendants mais utilisent des résultats du paragraphe L.

-

I. Questions préliminaires A

L
a. Soit & £]0,1[, justifier la convergence de la série Zﬁ
s el ==

-
b. Pour quelle(s) valeur(s) de [ I"intégrale j #d¢ est-elle convergente 7 On ne demande
b
pas de justifier

L. La fonction Gamma d’Euler
2. Soit x un réel strictement positif, justifier "existence d’un réef A strictement positif, tel que

pour tout réel ¢ strictement supérieur & 4, on ait & 5 -e—lz‘ puis menirer que 'intégrale
1

w0
J- e "' dt est convergente,
0
-
On peut donc définir sur ]{J.-rcﬁ[ , la fonction Gamma d*Euler notée I par l“(.z)=J. el e,
o
3. Caleuler T(1) puis montrer la relation fondamentale suivante notée (F) -
V.t.c]ﬁ,iﬂﬂl, Tlx+1)=xl{x) (F).
En déduire I'(2). Soit mun entier naturel non nul, donner une exprassion simple de T(x).

4. Dérivabilitd de la fonetion Gamma
Soient z et b des réels tels qué D<a< b
a. Pour tout réel ¢ strictement positif, on définit sur Io, +eo , la fonction h, par f(x)=r"".

Dgterminer les variations de #, . On pourra discuter selon la valeur da «

En déduire que vx & {a,’!],‘ﬂ"{F}U_-&—m{‘ 0Pl ol 2
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b. Pour cetle queshion, on pourra utiliser librement le résultal swivant @ pour toul réel »

o
siriclement supérieur a =1, inlégrale I eI |1nr]df est convergente
4
1]
Monlrer avec soin gque la fonction T sl dénvable sur {u‘f‘»]ul détermingr T {x) sous lorme d'inlégrale

La fonction 17 est donc deérvable sur li}_-l-m{. On montre de la méme fagon ct on admet que 7 est
de classe C7 sur O, oot
5. Suit p un entier naturel, Gorire sany justifior T (x) sous forme &' intégrale. (T désigne la
dérivée pitmede [ )
IL La fonction wd*Euler

On montre sans difficulté, que pour tout réel x strictement positif, I'(x)>0. On peut donc définir
. : N N £ 1 5|

sur ]0,+| . la fonction y d"Euler par w(x) = o
Soit a €]0,1].

6. Relation entre w et des sommes.
a. Quelle relation différentielle relie sy et InT 7 En déduire que

Vxe]0, =], w(x+)-w(x) :-;_(nn pourra utiliser (7)),

b. Soit # un entier naturcl non nul, déterminer en fonction de et de ¢, quatre réels
1, v,,1,,% tels que
] ol
— =l )—uy, ) et e = AU B ) — ¥ ).
Dy ik (CYRR Y qu i )= w(v,)
J \
'y

7. Decompaoser en eéléments simples fa fractfon rationnelle R(X)= Tj—Lﬁ puis en déduire que
Xi=gt

Pon a, pour tout entier naturel non nul » -

o1 I I :
Zﬁ*E(‘J'U*"')_‘*’“_“}]*5}[[‘“(”*I_D’-}“"-’['”I“‘J)
k=l = =

8. Enoncer avec soin 'inégalitt de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
[f:s)'—’f:f{st(r)d.r, puis I'utiliser pour montrer que (f‘j ST7°xI" ol T" désigne la
dénvée seconde de I". En déduire que la fonction v est croissante.

9. Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a
Dewin+l+a)—yin+l-a) sﬁ-‘.% {penser que &e}ﬂ,l[)

S _v(i+o)-w(i-a)
Conclure que =
. En’—a’ Zu

II1. Etude de la fonction Gamma
10. Utiliser (F) pour déterminer un équivalent de T’ au voisinage de @, . En déduire la limite
de T en Q. ;j/

1L a, Justifier que T est strictement croissante sur J0; 4] .
b. Justifier I'existence d’un réel ¢ u]l,l{ tel que I{c)=0. En déduire le signe de I el
enfin, les variations de T
12. 2. Déterminer lalimite de T én +ea. On pourra utiliser des résultats précédents,

b. Dessiner I'allure du graphe de . On représentera, s'il y a liew, les asymptotes et les
tangentes horizontales.

2/3 »
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Exercice |  Eiude d’un endomorphisme sur Pespace des polynfmes

n désigne un enlier naturel, vn nole R[] le R -espace vectoriel des polyndmes 4 coelTicients

dans R, de degrd inféricur ou égal an
On définit sur K, [ X]; application f: B, [X]— R[X] par:
VPEeR,[X], f(F(X))=X(FX)-PX-1)).

13.Résudtats préliminaires
a. Caleuler f(1)./(X).r(X7).
b. Si P(X)=a X"+a, X"+ +a,,avee a, #0, quel est le terme de plus haut degré du
polynéme P(X—1) ?
¢. Soit PcB, [X] vérifiant P(X)=P(X~1). On pose Q(X)=P(X)-P(D). Montrer que

O(X) est un polyn8me constant que 1’on précisera.
14 Monirer que f est un endomorphisme de B, [X].

15 Déterminer le noyau de £, en déduire la dimension de 'image de [0
16 Dans cette question uniquement, on suppose que n=2.
a. Quelle est la hase canonique de R, [X] 7 Ecrire la matrice de "endomorphisme / dans
cette base canonique B

b. L'endomorphisme [est-il diagonalisable 7

17 Ewde dz la diagonalisation dans le cas g@lérm’
Pour tout entier naturel k, on définit les ptlynomes F, par :

B(X)=1, R(X)=2X etpourlout k= - (X=X (1-X)(2-X)..(k—1-X),
4. Montrer que la famille (B, B, B, B,) est une base de R, [X] .°
b. Sait & un entier naturel, déterminer un nombre réel ¢ tel que f(£)=¢F.
¢. Déterminer les valeurs propres de . L'endomorphisme fest-il diagonalisable ?

Exercice 2 Résolution d’une équation différentielle

18.0n note (E) I'équation différenticlle [a]y'+ (x =Dy =",
a. Résoudre (E) sur ]{)-,.,.m[_

“ o
b. Sachant que les solutions de (E) sur |-eo;0[ sont les fonctions x - x +2+%+ B':i-, ol

B e R, existe-t-il des solutions de (£) définies sur K 7 Si oui, les expliciter.

Fin de 'énoneé
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