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Partie I: Séries de Fourier et Fonctions & variation bornée

Pour toute fonction f : R — C, continue par morceaux et de période 2w, on assoucie ses coefficients
de Fourier exponentiels définis, pour n € Z, par ¢,(f) = Lﬂ 02" f(t)e™™dt et ses coefficients de Fourier
trigonométriques définis par: an(f) = % Ozﬁf(t)cos(nt)dt (pour n € N) et by(f) = % 0277 f(t)sin(nt)dt
(pour n € N*.)

On pose, pour tout entier naturel p et tout réel x:

P p

S1@ = 35 enlN)e = T+ 3 (an(eos(n) + b(f)sinne))

n=-—p n=1

Pour deux réels a < b on note S|, ;) 'ensemble des subdivisions de I'intervalle [a,b]. Si f est une fonction
de [a,b] — Cet 0 = (xg,1,...,2p) € S[q ), On NOte

Ve, ) = 3 1f @) — 1@
i=0

On dira que la fonction f est & variation bornée s’il existe un réel positif M tel que pour toute o € Sja),
l'on ait : V(e, f) < M. On appelle alors variation totale de f sur [a,b] le réel positif noté :

V(la,b], f) = 2 Ve, f).
TESa,p]

I-A. Résultats préliminaires

I-1. Rappeler le théoréme de Dirichlet en précisant de quel type de convergence il s’agit. Cette conver-
gence pourrait-elle étre uniforme sur R?

I-2. On considere la fonction continue ¢ : R — R, de période 27 paire et définie pour z € [0,n] par
¢(x) = y/z. Donner lallure de la courbe de cette fonction et expliquer pourquoi elle n’est pas de
classe C! par morceaux sur R.

I-3. Théoréme de Cesaro
Soit (u,) une suite de complexes qui converge vers le complexe /.

a. Justifier, simplement, en utilisant un théoréme de sommation de relations de comparaison, que:
mn
Z(uk — 1) = o(n + 1) au voisinage de + oc.
k=0
b. En déduire que la suite (“0tiitettin) converge vers [.

I-4. Soit une fonction f : R — C continue et de période 27 dont la somme de Fourier de rang n est
notée S, (f). Pour n entier naturel non nul, on définit la somme de Fejér de f de rang n, notée a,(f)
comme la moyenne de Sesaro des sommes de Fourier:

on(f) = =7 (Solf) + 51(f) + ... + 5n(f))-

On démontre, et nous 'admettrons, le théoréme de Fejér:
<« La suite de polynomes trigonométriques (o, (f)) converge uniformément sur R vers la fonction f>.
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Une application: Si f: R — C est une fonction continue et de période 27 telle que la suite
(8.(f)) converge simplement sur R, montrer que la suite (S, (f)) converge vers la fonction f.

I-5. Si (uy) est une suite de réels positifs qui converge vers 0, montrer qu’il existe une suite de réels (d,,)
décroissante et de limite nulle telle que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < d,, ( on pourra, par
exemple, vérifier que la suite (sup{ur.k > n}), convient).

I-B. Fonctions i variation bornée

I-6. Montrer que la fonction f : [0, 1] — R définie par f(0) = 0 et f(x) = xcos(55) si x # 0 est continue

et n’est pas & variation bornée sur [0, 1].
(on pourra choisir o = (2)o<kr<n+1 subdivision de [0, 1] :
1

20=0, Znp1 =1 et VEE{Lon}, @ =5rmm—ps

):
I-7. Exemples généraux.
a. Montrer qu'une fonction f : [a,b] — R qui est monotone est & variation bornée sur [a,b] et
préciser V ([a, b], f).
b. Montrer quune fonction f : [a,6] — R qui est somme de deux fonctions monotones est a
variation bornée sur [a, b].
c. Montrer qu'une fonction f : [a,b] — C qui est continue et de classe C' par morceaux est a
variation bornée.
I-8.  Soit une fonction f de [a,b] — C & variation bornée sur [a,b] et soit a < ¢ < b.
Montrer que chacune des restrictions de f aux intervalles [a, ¢] et [¢, ] est & variation bornée et que:

V(la, el £) + V([e,b], f) < V([a, 8], f)-

[-9. Soit f : R — C une fonction continue et de période 27 telle que la restriction de f a Uintervalle
[0, 27r] soit & variation bornée.

Pour n entier relatif et NV entier naturel, tous deux non nuls, on utilisera la subdivision o =

(k)o<k<n|n de [0,27] définie, pour k entier compris entre 0 et |n|N, par: zp = l—fﬁ%

Pour k entier compris entre 0 et |n|N, on notera Vi(f) la variation totale de f sur 'intervalle

[Tr—1, k]
a. Vérifier que:

n|N || N

\Zf flax))e ™dt| < Z Vie(f) @k — 2h-1)-

b. Montrer que:
|n|N .

I3 s [ et < vz,

- |n

c¢. En déduire que pour tout entier naturel non nul,

(D€ 5o

1-10. Soit u,, une suite de complexes, on pose, pour tout entier naturel n,

V ([0, 2]), f).

ik So+S81+...+ 85,
H=Zujetgn= 2
3 n+1

On suppose que la suite (o,,) converge vers un complexe L et on suppose qu'il existe une constante
réelle A non nulle telle que, pour tout entier naturel k, |ux| < 57 +1
a. Pour n et k entiers naturels non nuls, exprimer, & 'aide des termes de la suite (u;), 'expression
k(S — L) = (n+ k)(@ntk1 — L) + n(0n_1 — L).
b. Soit une suite de réels (d,,) décroissante et de limite nulle telle que, pour tout entier naturel n,

|o, — L| < d,,, montrer que, pour n et k entiers naturels non nuls:
2n k-1

S,— LI <1+ —_—

| = 2(n+2)

k:) a+A
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c. L’entier naturel non nul n étant donné, on choisit & tel que (k — 1)2 < An?d, ; < k2.
(k—1 est donc la partie entiere de 2n+/d,_;). Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
ona: [Sp—L|<dn1+(1+ A)\/dn1. Que peut-on en déduire?
I-11. Montrer que la série de fourier d'une fonction f : R — C continue et de période 27 telle que la
restriction de f a linttervalle [0, 27] soit & variation bornée converge uniformément vers la fonction
I
I-12. Montrer que la série de Fourier de la fonction ¢ de la question 2. converge uniformément sur R vers
la fonction .

Partie II: Matrices Stochastiques!

On note B = (e, €s, ..., €, ) la base canonique de Pespace vectoriel E =K" (oin > 2 et K =R ou C).
On se propose d’étudier I’ensemble des valeurs propres des matrices stochastiques d’ordre n. Une matrice
S = (sij)ije{1,2,...n) © Mn(R) est dite stochastique si et seulement si
n
VZFJ S'ij € RJr et Vi Z Sz:‘, =81+ 82+ ... +8in= d;
j=1
On note &, (R) Uensemble des matrices stochastiques de M, (R). Ces matrices sont stables par le produit.
Dans la suite, on désigne par f un endomorphisme de £ = R™ dont la matrice S = (s;;) est stochastique.

IL.1 14 le vecteur de E dont les composantes dans la base 3 sont toutes égales & 1.
Montrer qu’une matrice M de Mn(R) & coeflicients réels positifs ou nuls est stochastique si et
seulement si MV, = V.

I1.2 Déduire que 1 est une valeur propre de f.

I1.3 Soit A une valeur propre de f autre que 1. Montrer que |A| < 1.
(Indication: Pour tout vecteur = = (1, 22, ..., x,) de E = R", on convient de noter:

|| = max(|zy], |z2|, ..., |zn])-

pour z € R™, montrer que |f(z)| < |z|. Puis conclure).
1.4 Montrer que
Ker(f — Id)d Im(f — Id) =R".
I1.5 Montrer que Im(f — Id) est stable par f. Etablir que tout sous-espace propre Ey de f associé & une
valeur propre A autre que 1 est inclus dans Im(f — Id).

On suppose désormais que 'endomorphisme f est diagonalisable.
I1.6  Montrer que la somme directe des sous-espaces propres associés aux valeurs propres de [ autre que
1 est égale a Im(f — Id).
IL7 On compléte une base (v1,vs,...,vp) de By = Ker(f — Id) en une base B’ = (v1,vs,...,v,) de
vecteurs propres de f. On note Ay, Az, ..., A, les valeurs propres de f rangées par modules décroissants
(1 =1|M| = ... =|Ap] 2 |Ap41] = .. = |An]), associées a ces vecteurs propres vy, vz, ..., Un. Soit D la
matrice de f dans la base B'.
Prouver que la suite de matrices (S*) converge si est seulement si la suite (D*) converge.
Déduire que la suite (S*) est convergente.
(k)
T

(Pour une suite de matrices (A )ren, on dit que lim,__. ., A¥ = A, si, en notant: A; = (a;;

Y), on

ay Yi,9; lilnkg,+ocﬂn?(:j:) = a;j).

FIN DE I’EPREUVE.

1Ces matrices jouent un réle important, notament en calcul de probabilités.
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