Ecole Hngsania des Teavaux Publics ' ME3-2024

Comncours d'Accks en Premifire Année

Eprouve de Mathématiques
11/07/2024 A 0Dh
Durée : 3 h

L'usage de ealculatrices ost interdit

- Les candidats dolvent vérifier que le sujet comprend quatre pages.
= Les candidats sont invités A porter une attention particulitre i la rédnction (les eoples illisibles ais mal
présentées seront pénalisées).

- Si un candidat est amend & repérer ce qui peut lui sermbler étre une erreur d'énoncé, il le signalera sur

50 copie et devra poursuivre sa composition en expliquant lex raisons des initiatives qu'il # été amené A
prendre.

- L sujet eamporte deus parties indépendantis.

PARTIE 1

1. Notalions
Pour tout nombre réel = tel que 'intégrale généraliste Igﬁ L:%;’-‘ﬂc'ddl converge, on note glr) Ia valeus
de cette intégrale,

Pour tout entier naturel non nul m tel que Uintégrale généralisée m’"’ l'ﬂl;'ﬂlm converge, on désigne par
J sa valeur.

On désigne par & (respectivement 1) In fonetion définie sur (0 50| par ¢(t) = t—14+-cos{t) (respectivement
w(t) = § =1+ cos(t)).
I. Etude des fonctions ¢ et .

1. Etudier Ia fonction ¢, en déduire qu'il existe un nombre réel e tel que, pour tout nombee réel ¢
strictement positif, on ait I'inégalité : 0 < =22 < q.

2. Etudier la fonction #, en déduire qu'il existe un nombre réel 3 tel que, pour tout nombire réel ¢
" strictement positif, on ait Iinégalité : 0 < =4 < 5. [
1. Existence de la fonction g sur [0; +oc|.
1. Etablir la convergence de I'intégrale généralisée [ =Syildt.
9. En déduire que g(x) existe pour tout x appartenant & [0 +ool,
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111, Limite de In fonction g en +oo,
. Préciser ln signa de o(z1) = 9(x3) pour 0 € 11 £ r2. En déduire que In fonction g admet une limite
finle A en oo.
2. Déterminer Ia valour de A,
IV. Carnctdre C* do In fonction .
1. Montrer que In fonction g est continve sur [0; +c0|.
2. Montrer que la fonction g esit do closse C' sur 10; ++ocf.
3. Montrer que In fonction 7' ndmet une limite finie (que V'on précisern) en +00.
4. Montrer que la fonction g est de classe CG? rur 10; -+eal.
5. Expliciter "(x) pour = appartennnt i J0; o).
6. Expliciter ¢'(r) pour = appnrtennnt & |0, +o0l. La fonction g est-elle détivable en 07
V. Expression explicite de fonction g(z).

1. Déterminer la limite de zin(=555) lorsque x tend vers +co.
2. Expliciter une primitive de la fonetion : = — In(2? 4+ 1),
3. Expliciter g(z) pour x appartenant i |0; 400,

4. Déterminer ¢(0).
V1. Etude de _fu-;' L!"'_{!!]i:d;_
Justifier la convergence de I'intégrale généralisée fni Iﬂﬁmﬂd‘! pour tout entier naturel non nul m.
Pour tout entier relatif k tel que l'intégrale généralisée | !"' - f'—:fdt converge, on nate [y, la valeur de cette
intégrale.
VII. Etude de J,.
Justifier I'existence de J; et établir une relation entre J; et g(0).
VIII. Etude de l'existence de .
Préciser la nature de l'intégrale généralisée I selon ln valeur de P'entier relatif k.
IX. Etude de la nature de J,,.
Pour tout x appartenant & [; +oco| et tout entier relatif k, on note fi(z) = f; et

1. Exprimer, pour tout cntier naturel non nul m et pour tout nombre réel = appartenant i [F: +|,
Vintégrale [ 1207 4t & 'aide des intégrales Ji(z).

2. En déduire I'existence de Jap+1 pour lout entier naturel p.

3. Quelle est la nature de I'intégrale généralisée jﬁ"“ Ii'i,ﬂr—'dl pour p entier naturel non nul?
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PARTIE IT

Notations

On désigne par R J'ensemble des nombres réols, par N 'enseinble des nombres entiers natugels of pas ©
I'enscmble des nombres rationnels. On note N° I'ensemble N — {0}. Etant donné un entier natugel non o

n. on note {1,2,+++ ,n) l'ensemble des entiers naturels £ tels que ] < k<mn.

Pour n entier naturel non nul, on note A, (R)(respectivement My, (R)) Fespace vectotiel des mateices

e En Hgnm {Tﬂpﬂc’ti?ﬂﬂ!ﬂnt |1m ‘.Ec'lﬂﬂ‘ﬂl dm ﬂmtﬂ'ﬂﬁ mhﬂnﬁ i ]igmb] a cocfficients ilane

R.
Btant donné une matrice A, la notation A = (aj;) signifie que ay est Je coaficient de In ligne i ct de I
colonne j de la matrice A.
On note I, 1a matrice unité de Mo (R) c'est--dire, telle que Jy = (o) avec :
Pour tout i, a;; = 1 et pour tout i # 7, a; = 0.
On note J, la matrice carrée de M, (R) dont tous les cuefficients sont dgaux & 1 et Ky In matrice colonpe
de My (R) dont tous les coefficients sont dgaux A 1.
L'espace vectoriel R" esl rapporté A la base canonique (e;5,e2.++* ,€n).
Scient n et o des nombres entiers telsque 2 <o <n—-1
On dit qu'une matrice Af = (m,;) € M, (R) vérifio Ia propriétd (P) lorsqu'elle vérifie les quatre conditions
suivantes :
1. M est symitrique.
2. Pourtout i € {1,2,---.n), my; = 0.
3. Claque ligue de M comporte o cocflicionts dgaux & 1 ot n — o cocfficients égaux a 0.
1. Pour tout (i,3) € {1,2,-++ ,n} x (1,2,:+- ,n} avve i # j, le coefficient my; = 0, si et seulement =i,
Il existe un entier & € {1,2, .-+ ,n) tel que my = my = 1. L'entier & est alors unique.
On pourra utiliser sans justification une conséquence de la propritté () :
§i myy = 1, alors pour tout entier & € {1,2,--- ,n}, on a le produit mmy, = 0.
soit M = (mij) € My(R). On suppose que In matrice M vérific Ia propriété (P).
{. Expression de M2, On note M= (aiy;)
1. Pour i€ {1,2,--- n), ealeuler les coefficients ay;.
2. Pour (i,7) € {1,2,-+ ,n} x {1,2++- ,n} avec i # j, déterminer le cocfficiant a; selon la valeur de
g5
3. Montrer que M? = J,, — M + dJ,,, oi d est un nombre entier que I'on déterminera.
Dans la suite, on note f (respectivement @) l'endomorphisme de R", de matrice M (respectivement de

matrice Jy, ), relativement a la base canonique (e1, €3, - . €5) de R". On note id I'endomorphisme identité

3
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d': RII
Soit, v le vecteur de R™ dont In matrice colonne des coordonnées relativement it la bhase canonique de R"

ost K,,.
11, Relation entre n ot o,
1. Déterminer I'm(é), l'imoge de Papplication linéalre ¢.
2. Soit u un vecteur du noyau de f — aid. En calculant (fof)(u), montrer que u est colinéaire i v.
3. Montrer que ¢ est une valeur propre de [ et déterminer I sous-espace propre correspondant,
4. Déduire des questions précédentes, 'égalité n = 0% + 1.

II. Valeurs propres de f.
Dans la suite, A est une valeur propre de f avee A # o ot w = 2_i_yTies un vecteur propre de f associ¢

la valeur propre A.

L. Justifier I'affirmation : il existe une base de R" formée de vecteurs propres de f.

2. Justifier I'égalité 3" | 1, = 0. Que veut diluny 7
3. Montrer que A est racine de I'équation (E) 122 4 7 4 | — o = 0,

4. On note a et b les deux racines de l'équatiuu (E) On suppose qu'[mc senle de ces rocines est valeur
propre de f, par exemple a. En utilisant In trace de I'endomorphisme [, exprimer a en fonction de

o. En déduire une impossibilité.
Les deux racines a et b de I'équation (E) sont donc des valeurs propres de f. Dans la suite. on suppoese

a>hb
IV. Relation portant sur r, s, a, b et o.
On note r la dimension du noyau de [ —a id et s la dimension du noyau de [ = b id.

1. Exprimer (a = b)% en fonction de o.

1
2. Exprimer le produit matriciel (r 5) (u ) en fonction de o.
1 1IJ b 2

3. En déduire (r — s)(a — b) en fonction de o.
4. Pour quelle valeur de ¢ a-t-on r = 57 Que valent alors r et 57

V. On caractérise la matrice M par une matrice diagonale semblable & M, et on suppose que a = h € Q.

1. Montrer que r = s. En déduire o et n.

9. Déterminer a et b et douner une matrice diagonale semblable & M.

s FIN e
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