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Instructions générales :

Cet énoncé comporte 4 pages de texte.

Livres et notes de cours ne sont pas autorisés.

el

Les parties Algebre et Analyse doivent étre rédigées sur deux feuilles séparées.

=

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il est amené & prendre.

5. Les candidats sont invités a porter une attention particuliere a la rédaction : les
copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées.
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1 Algebre

Exercice 1. Soient E un C espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme sur
E,NeCetpeN.

1. Montrer que la suite des sous espaces vectoriels (A4,) . = [ker [(¢ — Mg)”]] oy est
croissante.

2. Montrer que la suite (Ap)peN est constante a partir d'un certain rang.

&2

Pour chaque A € C, on définit alors le nombre v (A) qui est le plus petit entier a
partir duquel la suite (Ap)peN est constante. Donner une condition nécessaire et
suffisante sur (¢ — AMg) pour que v (\) = 0.

4. On suppose que v (A) # 0. Montrer qu’il existe un vecteur x € A, tel que la famille
{6 =) @), (¢ = Mp) (), - (p = Mg)"™ ™ ()} soit libre,

5. Montrer que VA € C dimker [((p — /\IE)'”(A)} > v (A).
On rappelle que /g est 'identité de E.

Exercice 2. Une matrice carrée A de M, (R) est dite nilpotente 'il existe un entier p tel
que AP = 0.

1. Montrer que si A est nilpotente alors A est non inversible.

2. Montrer que (I — A) est inversible et calculer (I — A)™".

3. Soit A € M, (R) une matrice nilpotente, B une matrice de M, (R) qui commute avec

A

4. Supposons que B est inversible, montrer que la matrice C' = B~ A est nilpotente. En
déduire que A + B est inversible.

5. Réciproquement, supposons que la matrice D = A + B est inversible. Montrer qu’il
existe une matrice E telle que D? = EB (p étant U'entier tel que A? = (). En déduire
que B est inversible.

On rappelle que I désigne la matrice unité de M, (R).

wadifa-info.com &) Al g a8 g (e iy Ll 3l

Source: www.wadifa-info.com/fr/modele-concours/2390 - Wadifa Info - page 2/4


https://www.wadifa-info.com/fr/modele-concours/2390

2 Analyse

Les parties A et B sont indépendantes, mais sont utilisées par la partie C.

Partie A

Pour tout réel a positif ou nul, on note g, la fonction définie sur R* par g,(t) = t*.

A.1. Montrer que la fonction g, est prolongeable par continuité en 0 (on notera toujours g,
la fonction ainsi prolongée, qui est donc définie et continue sur IR+). Préciser la
valeur de g,(0). Montrer que la fonction g, est de classe C' sur R, pour a > 1.

Soient a et b deux réels positifs ou nuls. On pose

Ia.b) = /{; Gal(t)gp(1 —t) dt.

A.2. Justifier Uexistence de I'intégrale I(a,b). Comparer I(a,b) et I(b,a).
A.3. Soient a et b deux réels positifs ou nuls. Trouver une relation entre I(a + 1, ) et
I(a,b+1).
A.4. Calculer I(a,0). En déduire que, pour tout entier naturel n, on a
n!
(@a+1)(a+2)...(a+n+1)

Il )=

A.5. Soient p et q deux entiers naturels. Exprimer I(p, q) a laide de factorielles.

A.6. En déduire la valeur de l'intégrale

feu

J(p,q) = /2 (5in6)**1(cosf)?1t db,
Jo

ou p et q sont deux entiers naturels.

Partie B

Pour tout réel a strictement positif, on note f, la fonction définie par

Jiiz)==ln (1 - %) :

B.1. Préciser I'ensemble de définition de f,.
On note C, la courbe représentant la restriction de la fonction f, a I'intervalle |a, +oof.

B.2. Si a et x sont deux réels tels que 0 < a < x, démontrer 'encadrement

a

<hnz—In(z —a) < :
T—a

Ble

B.3. En déduire les variations de la fonction f, sur 'intervalle |a, +o0o[ (on dressera un
tableau de variations). Préciser la nature des branches infinies de la courbe C,.

3
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B.4. Donner 'allure des courbes C;, Cy et C3 sur un méme schéma.
B.5. On fixe a > 0 et on considere la suite y = (y,,) définie, pour tout entier naturel n tel
aymn

que n > a, par ¥, = (1 - —
n

Etudier le comportement (sens de variation, limite) de la suite (y,).

Partie C

Pour tout réel positif ou nul = et tout entier naturel non nul n, on pose

Fulx) = /0 (1 - %)n u” du.

C.1. Montrer que F,(x) = n®"I(z,n).
C.2. En utilisant les résultats de la partie B, montrer que, pour tout z fixé, la suite
(Fn()),cn- est croissante.

C.3. On fixex = 0.
a. Montrer I'existence d'un réel strictement positif U tel que

1
2’

Vu € Ry uzlU=e"<g

b. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a
v 1
Pty / e "u® du + —.
Jo U

c. Montrer que la suite (F,(z)) est convergente.

nel*

Pour tout réel positif ou nul z, on pose F(z) = lim F,(x).

n—+400

C.4. Démontrer la relation fonctionnelle
VzeR, F(z+1)=(zr+1)F(z).

En déduire la valeur de F(k) pour k entier naturel.
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