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EXERCICE 1:

1 | 1
Soit la matrice A = ; 1 de M\(IR) .

1 -1 -1 1)
1) Montrer que A est diagonalisable et déterminer une base B = (e, , e, €3, e;) permettant la
diagonalisation de A de sorte que les coordonnées des e; soient parmi 0, 1 et -1 .

2) a) A estelle inversible ?
b) Calculer A ﬁ
¢) Etudier la diagonalisation de A a partir de celle de A et retrouver le résultat précédent
d) En déduire I'expression générale de A" pour n entier .

3) a) On désigne par E, , E; les sous-espaces propres de A .
Déterminer les matrices P, et P; des projecteurs de IR' (respectivement) sur E,
parallélement a E; et sur E; parallélement 4 E, relativement 4 la base canonique de IR’

b) Calculer, pour i,j dans {1,2}, PP, et ZP
¢) Ecrire les matrices de ces projecteurs ddns la base B.

d) En déduire que A = Zl}l’, ou A, estlavaleur propre comrespondant au sous-espace propre E;.

I
e) Retrouver ainsi l'expression de A"

EXERCICE 2 :

L'espace vectoriel euclidien orienté E de dimension 3 est rapporté a une base orthonormée
directe (i , j , k ). Un vecteur w de composantes (a , b, ¢ ) étant donné, on considére
I'application qui, a tout vecteur v de E | associe le vecteur T(v ) = vaw.

I) a) Montrer que T est un endomorphisme de E.
b) Ecrire la matrice M de T par rapport & la base (i, j , k).
¢) Montrer que l'opérateur adjomt T* de T vénfie T*=-T.
d) Calculer T’ et exprimer T° en fonction de T.

¢) Déterminer le noyau de T et I'image de T,.
-1 2
II) Application: onprend a=—,b=c=

3 3
RS 7 AN
a) Montrer que ks vecteurs U = -:(2; -j+2k),V= ("1 + 2j~ k ) forment une base orthonommée de ImT.
3 3

b) Montrer que (U, V, w) est une base orthonormée directe de E
¢) Calculer la matrice de T par rapport a la base (U ,V, w)
d) Montrer que 0 est |'unique valeur propre réelle de T ;

III) Soit d un réel non nul
a) Montrer que T + dI est inversible
b) On considére fendomorphisme Ryde F tel que Ry=(T +dI)(-T +dl) ot [ est I'endomorphisme unité de E .
Monirer que lamatnice Ny de Ry per mpport a la bese (1, }, k) est arthogonale .
c¢) Prouver que, pour w fixé, toutes les matrices Ny admettent un vecteur propre en
commun.
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EXERCICE 3
Soient fet g les fonctions d'une variable réelle x définies par
: |-x
f(x) = J“lt"\fll-i-[dt , g(x)= L t:d[
: vi+t
1) a) Déterminer le domaine de définition D de la fonction f.
b) Donner le sens de variation de f.
¢) Quelles sont les limites de f aux bornes de D ?
d) Déterminer un €quivalent de f(x) quand x tend vers | dans D
(On pourra introduire la différence Vi+r-1 ),
€) On suppose x <0. En utilisant une intégration par parties, établir une relation entre f(x)
etf{x +1
f) Calculer f{0), f(-1) ,f(-1/2) et f(1/2).
2) Déterminer le domaine de définition de la fonction g .
3)On fixex €]-1,1].

|
a) Soit n un entier naturel .On posel_ = _L{-ln t)"dt . Montrer que I, =

b) Soit « €]0,1]. Montrer que
{

I-x

t | ¢ (=In t} t
f Z dt — LJLbIIer en particulier I'existence de cette somme).
\rI - [ k=0 \ - l +x

¢) On pose pour a €]0,1] : gl‘_[‘u):_ J [nE) : } -
\ " v+t ) o

Montrer que la série Z g, converge uniformément sur 0, 1] .

d) Endéduire une expression de g(x) comme somme dune série entiére de la forme ) a x*
4) a) Pour x € D, exprimer f{x) en fonction de g(x).
b) Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers — oo,
¢) Montrer que fadmet un développernent en série entiére dont on précisera le rayonde  convergence.

EXERCICE 4
Soit f une fonction réelle d'une variable réelle, de classe C', et vérifiant

lim x*f(x) = lim x*f(x) = lim x*f"(x) = lim x*f"(x) =0

X =&=0 K=+ N b= L f ]
1) Prouver que la fonction fy : x— e™ vérifie les h'.-'pmhéscs ci-dessus .
2) On pose pour tout réel y : @(y) = f f(x)e™

a) Donner le domaine de définition de @ ( ¢'est a dire I'ensemble des valeurs de y pour
lesquelles I'intégrale considérées converge ).
b) Que peut-on dire de ¢ lorsque fest paire ? impaire ?

3) Onpose g(x)= Zf{x - 2kn) +Zf:_'_x +2km) .

i .
a) Montrer que g est 2n- périodique et de classe C' sur [ 21|.
b) Exprimer d I'aide de ¢ les coefficients de Fourier de g
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