Concours National Commun - Session 2009 = TSI

L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere TSI,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. Il convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE
Soit h la fonction définie sur R? par h(z,y) = /22 + y? + y? — L.

1. (a) Justifier que h est continue sur R%.

(b) Montrer que h est de classe C' sur B*\ {(0,0)} et calculer ses dérivées partielles premiéres
en tout point de cet ensemble.

(c) h possede-t-elle des dérivées partielles premieres en (0,0) ?

2. (a) Montrer qued = {(z,y) € R*; 0 < /22 + y? < 2} est un ouvert de R”.
(b) h a-t-elle des points critiques dans i/ ?

(c) Montrer que h est bornée sur D = {(z,y) € R?; z? 4 y* < 4} et qu’elle y atteint ses
bornes, puis déterminer les points de D en lesquels ces bornes sont atteintes.

PROBLEME
1% Partie : Calcul d’une intégrale et étude d’une fonction

A. Calcul de l'intégrale de Gauss

+oo
. _p2
1. Montrer que l'intégrale ] e~ ""dt est convergente ; sa valeur sera notée 7.
0

+oo —at?
2. Montrer que pour tout x = 0, I'intégrale / 1' = dt est convergente. On pose alors
0
+o0 o —zt?
hz) = - dt, = = 0.
¥(z) /n L

3. Calculer /(0) et justifier que v est décroissante sur R .

4. (a) Montrer que 1 est continue sur RT.

(b) Montrer de méme que v est de classe C! sur |0, +oc[ ; pour cela on montrera que v est de
classe C! sur [a, +oc[ pour tout réel a > 0.

7

(c) Vérifier que 1 est solution sur |0, +oc[ de I'équation différentielle y — ¢’ = 7

5. (a) Montrer que pour tout z > 0, 0 < ¥(z) < —= et en déduire la limite de ¢ en +oc.
NG

(b) Préciser la limite de la fonction ¢/ en 07 et dessiner I'allure du graphe de la fonction .
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6. On pose A(z) = e *t(x), z = 0.

too ,—t
(a) Montrer que l'intégrale f gt converge.
0o Vi

T e—f
(b) Montrer que pour toutz =0, A(z) =c—7 / ? dt ol ¢ est une constante a déterminer,

+o0 -1 9 J

puis en déduire la valeur de ] ? dt en fonction de 7.
n P
+00 ,—t 400
(c) Montrer par un changement de variable que f P dt = 2 / e "dt et en déduire
0 - 0

que T = @

B. Etude d’une fonction

[ . T .
On note F et f les fonctions définies sur R par F(z) = ] e Vdt et f(x) = f e Vdt.
x 0
1. (a) Exprimer F al'aide de f.
(b) Justifier que F est de classe C' sur R et calculer sa dérivée.

2. En comparant x et 22 pour tout = € R, préciser le signe de F sur les intervalles | — oo, 0], ]0, 1]
et]1, +o0o[. Que vaut F(0)? Et F(1)?

3. (a) Montrer que F(z) tend vers /r lorsque x tend vers —oc.

(b) Montrer que pourtoutz > 1,0 < F(x) <e ™ — e—** et en déduire la limite de F en +nc.

4. On pose g(z) = 27e® % — 1,z €R.

(a) Calculer la dérivée de g et montrer que ¢'(z) = 0 si et seulement si z = *a avec
41445

(b) Etudier les variations de ¢; on fera un tableau de variations en précisant les limites en
+00. Justifier qu'il existe a €]0, af et b > 1 tels que g(a) = g(b) = 0.
5. (a) Etudier les variations de F ; on fera un tableau de variations et on précisera les signes de
F(a) et F(b).
(b) Dessiner l'allure de la courbe représentative de F' (unité 2 cm) ; on précisera les pentes

des tangentes aux points d’abscisses 0, 1, a et b ainsi que les asymptotes a la courbe. On
prendra a ~ 0.43, b~ 1.26, F(a) =~ —0.25, F(b) ~ 0.05.

2me Partie : Un résultat d’approximation

A. Quelques résultats préliminaires

1. (a) Justifier que pour toutréel z > 0, Inz < x — 1.
(b) En déduire que pour tout entier n > 1 et tout u € [0,n], e™ — (1 — )" > 0.

2. (a) Justifier que pour tout réel x, e* = x + 1.

n uire que pour tout entier n > 1 et toutréel ¢t € [0,1], (1 —#)"e™ = (1 — #2)™.
b) En déduire que p i 1 éelt € [0,1], (1—¢t)"e™ » (L —t2)"

(c) Montrer que pour tout entier n > 1 et tout réel ¢ € [0,1], (1 —3)" » 1 — nt?.

—u

(d) En déduire que pour tout entier n > 1 et toutu € [0.n], e™ — (1 — )" < t:—fc .
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B. Intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n et tout réel o, on pose

w2 Fe o L
LL = [ cos™ tdt ; (a) — ﬂ(ﬂ l) (“ nt 1) si n 21 et (Q) =1
0

n n! 0

1. (a) Calculer Iy et I; etjustifier que I,, > 0 pour tout n € N.
(b) A l'aide d’une intégration par partie montrer que pour toutn = 2, nl, = (n — 1)I,_.
(c) En déduire que la suite ( nI,J.,E_l) | est constante de valeur /2.

2. (a) Montrer que la suite (1, ), >0 est chrmeante

(b) Déduire de ce qui précede I'encadrement | a' € In €4 # , valable pour n > 1.
ﬂ.
(2?1]
3. (a) En utilisant la question 1.(b) montrer que pour toutn € N, I, = 3 —2—‘37
(Z-n)
T

2‘211 =

(b) Dans la suite on pose A, = n € N*. Montrer que pour tout entier n > 1,

1
0<1—Apvnmr < — pUIS en déduire un équivalent de A, lorsque n tend vers +oc.

C. Etude d’une suites de pnlynomes

i
Pour tout n €N*, on pose P, = A, k_l(—l)’“_l (:) ﬁ){%.

B e (= t.Z n
1. (a) Montrer que sin € N* et z €]0, 1] alors l'intégrable f % est convergente.
i ,

:r:l_(-l“tQ)-n

7 db.

(b) Montrer que pour tout (n, z) € N*x|0, 1], P,(x) = )\,,xf
0

‘/n, 1 = 1“' !LJ”:Z n
(c) En déduire que pour tout (n,z) € N*x|0,1], P,(z) = ,\”\/H/ u—zn) du.
0
+oo ] e (.,—f,z
2. Montrer que l'intégrale / T dt est convergente et a l'aide d'une intégration par
0 :
2 —u?x?

i [ s
partie, justifier que / —— dt = /7, puis que / —a du = |z|v7, z € R.
0 0

3. Soient n un entier = 1 et x €]0, 1] ; on pose

e 2

\/ﬁl_ 1 — wayn +oo —ulx?
Anlz) = M du et Ax)= 17 du.
u? u?
0 0

(a) Veérifier que P, (z) — = = ﬁ ()\m/mrA.n(:L‘) - A(-x)) et montrer que

Pa@) — ] <« 7= (g + DIda(z) - Aol + -8@)).

(b) Montrer que

22 i 3

V1 ’—ua — (1 — ¥z2yn +oo | _ o—uls?
|An(z) — A(z)| g/ﬂ _52 n) du +/ ————dug . T

n u

i

o
-
-

(c) Montrer alors que sup
—1<i<1

1 1 1 1
] < (B ) (2 ) +
n(t) - [t]] < 4n+ 4ﬂ+ nm +4n

FIN DE L’EPREUVE
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