Concours National Commun - Session 2018 — MP

L'énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiére MP,
comporte 4 pages.

L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction et a la
présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

A propos des zéros des fonctions de Bessel d'indice entier

Définitions et notations

Si I est un intervalle non trivial de R et , » deux fonctions réelles définies et continues sur /, on note (£, ;)
I"équation différentielle

y” + cpy! +ipy=0 (E',o:r.'h)

Si ¢ est la fonction nulle, 'équation différentielle (£, )se notera simplement (£y.)
Les solutions des équations diftérentielles sont a valeurs réelles
Si u est solution sur I d'une équation différentielle, un élément fy de l'intervalle [ est dit zéro de u si

w(to) =0

* partie
Etude de solutions des équations différentielles de Bessel d’indice entier
Dans cette partie, n désigne un entier naturel. On note (%, ) I'équation différentielle :
2y’ 4+ zy + (.r — nz) y=0 (AB.)

: X : 1—4n?
On note également o,, la fonction définie sur l'intervalle |0, +oo[, par: ,,(t) = 1 + T;L

1.1. Soit u une solution, non identiquement nulle, sur l'intervalle |0, +o0c[ de I'équation différentielle (54,, ).
On note v la fonction définie sur |0, +c, par :

Vi >0, w(t) = vtult)

Montrer que la fonction v est une solution, non identiquement nulle, sur l'intervalle |0, +oc| de
I'équation différentielle (£, _).

12 5i Z az" est une série entiere, 4 coefficients réels et de rayon de convergence R > (), on pose
k20

+oa

yn(t) = Zfikt””". t € ]-R, R|

k=0
et on suppose que y, est solution, sur l'intervalle |—R, R], de I'équation différentielle (4,,).

1.2.1. Montrer que a; = O et que, pour toutk € N, (k4 2)(2n+k+ 2) apy2 +ar = 0.
(—1*
1.2.2. En déduire que, pour tout entier naturel k, a =0etay, =agn! —4——"——
que, p 2k+1 2k 0™ ST T +“

1.3. Calculer le rayon de convergence des séries entiéres Z T

kot 22k
e (nH Zzﬂw (n+ k)!
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1.4. Justifier que la fonction de Bessel d'indice n, notée .J,, définie sur It par :

n +oo e
VieR, Ja(t)=(% 3 BNt
' 2 e 2L (n + k)

est une solution sur R de 1'équation diftérentielle 42,,.

Dans la suite du probléme, on note G, la fonction définie sur R par:

+oo

1 K
WER, Gult) = ot
k=0

1.5. Une premiére localisation des zéros de ./, sur l'intervalle |0, +o00|

1.5.1. Préciser G, (0) et montrer qu'il existe 5 > 0 tel que G (t) > 0, pour tout t € |—73, 3]
1.5.2. Montrer que les zéros de la fonction G,, sont dans l'intervalle |—oc, — /3]

N ¢ 2
1.5.3 Vérifier que, pour tout t € i, Ju(t) = (§> Gr (— (5) ) puis en déduire que les zéros de la

fonction .J,,, sur l'intervalle ]0, +oc, sont dans intervalle [2y/3, +00|

2*"¢ partie

Quelques résultats utiles pour la suite
2.1. Quelques propriétés de la fonction G,

2.1.1. Justifier que la fonction G,, est de classe C™ sur R puis exprimer sa dérivée p-ieme G, pour
p € N*, comme somme d’une série

X
2.1.2. Montrer soigneusement que pour tout r € R, / "G, (t) dt = "' G (z)
0
2.1.3. Montrer que pour tout p € N*, la fonction x — =" P} () est dérivable sur R de dérivée
x> 2" TP (G(x) + (p— )G ()

2.1.4. Montrer que pour tout p € N, il existe deux polynomes A, et B, a coefficients entiers, de degrés
respectifs p — 1 et psip = 1, vérifiant :

Vr eR, /I " PGL(t) dt = 2T (Ap(x)Gr(z) + Bplz)GL(x)) (D
0

Omn pourra raisonner par récurrence et exprimer A,y 1 et Byy1 en fonction de A, et By, respectivement
2.1.5. Préciser les valeurs de A,(0) et B,(0) pour toutp € N

2.1.6. Soit x € R un zéro de la fonction G, ; montrer que G/, (z) # 0.

On pourra raisonner par l'absurde et utiliser la formule (1) et le théoréme d'approximation polynomiale de
Weierstrass.

2.2. Théoréme de relévement:
Soit [ un intervalle non trivial de E.

(] r
2.2.1. Seit f.g: I — C deux fonctions dérivables sur I, a valeurs dans C* et telles que ~ = =.

Montrer que f et g sont proportionnelles, c’est-a-dire qu'il existe A € C* tel que g = A f

2.2.2. Soit h: I — C une fonction de classe C' sur [ telle que, pour tout t € I, |h(t)| = 1.
Sityg € I et By € R sont tels que h(tg) = €', montrer que la fonction # définie sur I par

1s

L R!(s)

viel, E}t:(a‘—?i[ ,
=81 [ W)

i6(t)

est & valeurs réelles, de classe C' sur [ et vérifie h(t) = e''"), pour tout t € I.
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2.2.3. Soit f : I — C une fonction de classe C' sur I et a valeurs dans C*

(i) Montrer que la fonction g : I — R, t — | f(t)] est de classe C* sur |

(ii) Soientty € I et fly € R tels que f(to) = |f (to)| €'". Montrer qu’il existe une unique fonction
§: I — R, declasse C' telles que

Altg) =6y et Wtel, f(t)=|f ()"

2.3. Formule d’intégration par parties itérée

Soient a et b deux réels tels que a < b, et soit p un eniter naturel non nul. On consideére deux fonctions
numériques [ : [a,b] — Ret f: [a,b] — R de classe C*. Montrer que

b b »
[ 1P0a@dt =17 [ 10090 d+ Y0 0P @00 - 10D g (a)
a a k=1

3éme

partie
Etude des zéros des solutons d’une équation différentielle d’ordre 2
Soient [ est un intervalle non trivial de [ et i, ' deux fonctions réelles définies et continues sur I ; on
rappelle que (&, ) et (£,) désignent respectivement les équations différentielles
Y4y +y=0 et y' +oy=0

3.1. Justifier que, pour tout ty € I et tout couple (xp, zj) de réels, il existe une unique solution u de (€.,
définie sur 7, telle que u(fy) = xg et u'(t) = x.
On notera Z,, I'ensemble des zéros sur I d"une solution w de (£, ) : Z, ={s eI, w(s) =0}

3.2. Premiéres propriétés des zéros d"une solution de (£, )

Soit u une solution sur I, non identiquement nulle, de 1'équation différentielle (£, ;)

3.2.1. Montrer que si ty € I est un zéro de u alors u' (tg) # 0 et il existe 5 > 0 tel que
VteInjto—nto+n[\ {to}, u(t)#0

3.2.2. Soient a et b deux éléments de I tels que a < b. Montrer que I'ensemble Z, 11 [a, b] est fini.
On pourra raisonner par I'absurde et utiliser le théoréme de Bolzano-Weierstrass
3.3. Etude des zéros d’une solution de 'équation différentielle (£,.)

Dans cette question, on suppose que I = [a,+oc|, avec a € R, et que la fonction v est a valeurs
strictement positives sur I

On considere une solution « sur I, non identiquement nulle, de 1'équation différentielle (£,,) et on lui
associe les deux fonctions f: I — Cetp: I — R par:

Vtel, f(t)=u(t)+i'(t) et p(t) = /u2(t)+u2(t)

3.3.1. Montrer que pour toutt € I, p(t) =0

3.3.2. Justifier que la fonction f est de classe C' sur I et montrer qu'il existe une fonction # : I — R de
classe C' sur I telle que

Vte I, u(t)=p(t)cos(B(t)) et u'(t) = p(t)sin(A(t))

3.3.3. Exprimer la dérivée £ de ¢ en fonction de u, u’ et 1 et en déduire que la fonction # est strictement
décroissante sur [

3.3.4. On suppose de plus que la fonction v’ est minorée sur I par une constante A = ()

(i) Montrer que, pour toutt € I, #'(t) < —min(1, \).

. . 9 . 2+ }\y2
On pourra utiliser le fait que, pour tout (x,y) € B=\ {(0,0)}, min(1, A) < iyt
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(ii) En déduire que la fonction # réalise une bijection de [ sur 'intervalle | —oc, #(a)]

(iii) Montrer alors que les zéros de la solution u sur I forment une suite strictement croissante vers
+00 ; plus précisement, Z, = {§~ (3 +kn) ; k€ Zet§ +kn < ()}

3.4. Dans cette question, on suppose I = [a, +oc|, avec o € R, et qu'il existe 7 > « tel que la fonction 1) soit
a valeurs strictement positives et minorée par A > 0 sur l'intervalle [y, +o0c[. On considére une solution
u sur {, non identiquement nulle, de I'équation différentielle (£, ).

Montrer que les zéros de la solution u sur I forment une suite qui tend vers +-oc et qui est strictement
croissante a partir d'un certain rang,.

3.5. Application aux zéros des fonctions de Bessel

Soit n € N. Montrer que les zéros de la fonction .J, de Bessel, sur I'intervalle |0, +-0c|, forment une suite
qui tend vers +oco et qui est strictement croissante & partir d"un certain rang

4*™ partie

Irrationnalité des zéros de la fonction ./, de Bessel

Dans cette partie, n désigne un entier naturel et .J,,, G, les fonctions définies dans la premiére partie.
Pour tout entier naturel p, on note U,,, L, et T}, les fonctions définies sur R par :

P (1 — )P ( s
VreR, Uyz)= pi,,Lp(:r:) = U?,pj(:r:) et T,(z)= G (xt)L,(t) dt
: 0
4.1. Montrer que pour tout entier naturel p, il existe deux polynémes @}, et R, a coefficients entiers, vérifiant
les propriétés suivantes :
- Q]J{I}GN(:KJ + R;}{:'K)G;:_{I) )

r

(?) Yz e R", Tp(x) =
(ii) Qo =0,Ry =1etQp(0)R,(0) #0sip=1;
(i1i) sip = 1, le degré de (), (resp. R,) est inférieur ou égal & p — 1 (resp. p)

On pourra commencer par exprimer d'abord le polyndme U;,p) dans Ia base canonique de R[X] et ensuite utiliser
la question (2.1.4) de ln deuxiéme partie.

4.2. Montrer que pour tout entier naturel p et tout réel non nul z,
1
(—1)Pz? /(, GP) (zt)U,(t) dt = Ty(x)

4.3. Montrer soigneusement que pour tout réel r et tout entier naturel p,

1 |z
U G (xt)U, (1) dt| < S
0 b

4.4. Montrer que pour tout réel z, la suite (Qp(z)Gn(x) + Rp(z)G) (z)) -, converge vers ()

pzl
4.5. Montrer que, pour tout entier naturel p, le polynéme ?,,_; R, — (, ,,_; est en fait un mondéme de degré
2(p—1)

4.6. Montrer que pour tout entier non nul p et tout réel non nul «, (T, (), T, () # (0,0)
4.7. Montrer que les zéros de la fonction &, sont irrationnels.

4.8. Montrer que si z est un zéro non nul de la fonction .J,,, alors r et 22 sont irrationnels.

FIN DE L'EPREUVE
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