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diir 5 copie ot devra poursuivre sa compasition en expliqueant les raisons des initiatives qu'il a
&8 arnend 4 prandra, EF
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PARTIE I : ANALYSE

I- Des séries convergentes

Eaik [u"'l:lrll-:i'u' ane saike de r|.-E|r|1.||.||.-|:|- el ok I:El.'l.én upe wuits de nombifen crmiplexes.

Pour towt n & IV, on pose ; 5. = Emh:tﬂ' Fh

1} Mlinstans ypre proan baub o = B Oy — E g awpr) e 1 an-B

2} On suppose que la suite (0.}, -Et*-a:ﬂms.sanw . la suite (B,). o 25t bornée et que
‘ET.;.;."“ e L -
2-1) Virifiar qoe la série % [0y = &y ) converge , en dédulre ia comvergence de In sérle 3 oy iy
2-2) Bwmnxt b Llava:.lltluf:nu-u CULTHIEEUCY s sk nuaitiiyum olicsudos b dimontrer be o

appliquant 1o résultes du 2-1) svec bien dvidemnest un boo dhoix des suites (me ), p Bt (e dpe
3) Application 1: Solt # e R {2hn/k € Zleaa R,
3-1) Four wus 1 & IV, mOonsrer que E{: - g1 1, %‘-!?

k|
9 Dssabar aloes, s fonstion du rdel & ot an opplisuent refgneneanceni lis wlezislfate Am 1),

la convergence de la série E=

mal 1w

gin [Rx)

R

4} Pomr toud riel + et td astier nafnral non nal 0, oo poss 1, (2] -

Démonkrer la convergence fmpbe de In série de fonctioes E""‘ sur B
b |

il
Dans toate [ saite o pose u(2) = 3 u..
§1 Application 2- Soit E||]' 4l
Momtrer qoe lo série T Jexp |::!-'—',i'—:| - J] converge 5 ot seulemant si g > 3. (Bsssyer de vous

n:-| L
TEMETIET LaK SRS a't-Erl'LBEE:I

R Applicatios & Faodier la convergence de Fs. ol 5, = j"[ Irkl t ;.,-jt] prusr bk om > P
Pk

1E- ﬂ-u-n'-'ﬂgm umiformes

On prend toujours (@, ), uoe soite de nomhres réels .
Ol suppose goe i_u,..:l__eh. ext dicrotssands & qos lim a, =0 .
B =20
Bsit A une partie de ©. Soit [ fn)nepe uns salte de bonctions défisks Je A dums T
n
Pour towt (m, 5l e W 2 A, an pose Fa (21 = ¥ flz),
k=0l

Oin suppose quil extste M > 0 tel qua (W (n,2) € N e A) | Folz) |€ M.
-1} Mantres que: s suite de fanctions {a,. Fy,) 5 converge aniformément sur A ot que |n série
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de foncti
I}J'I'I.'Iil'lll'.'ﬂ -g;l-ll... = 1) B, Seteange wouenlmnen mr A |
1-2) Dééddubser en i laida

l.'lﬂi-ll.ﬂ.l{'ﬁ“m]:!"l:l 1 1
sl Gun In iy i rlllll.'|-|-..-lu :-1 GOl o ||||I|'u|-
. & E_" " .ﬂ1 i

2) U application. Suit g M, 7.
Moaitrer que la sbrie de Banctions Eu_ toevergn unilnmbment sur [a, 3r - &,
Cpee dire de b continuité de u gar |0, 2w] 7 justifies.

3) Four toet (p,n) € IV x I° o tout £ € R, an pose ol (z) = sin (). ""!..':.;MJ
fi
s TIE POUr tout p € N la sbrie de lonctions 5o, conwerge uniformémest sur

Fintervalle [0, x| e

M- Applications sur les séries entiares

On suppuse msalotennng que {Badngpe w5t ume suite de nombres complies

Om oonsidire ka série entitre complexe e L0

1} Om note A le sup dars R, L {+oa} de Fansamble {r > 0/a,r"  eaf bornde dens (G, M1k
Mboatrer qise poar tonif + = 7 bn cliie ssdidco 7 ans™ conrmge anlfonmtinen s £ (i, ry =
[zeC/|z]=r}.

Dhasnes Lo sgiter be comdbdng peut u[i-i'l'-li'i les misulials de cours sur lis séries endabrms.

%) O considére I sirie entidre T .

2-1) Rappeler o le justifiast ks wleur du ravon de convergence [T do celte séaie enthbre

' : i ="
2-2] Montrer que la st entidre rielle 5 .- N cofverge pas uniformément sur | =1, 1|
nzl

Que peut an déduire pour la convergence uniforme de la sétie entlére eomplexs T , P
D0 1) = {s = Cf | 2 [« L}T jusoiific. oy
2-3) Pour tout e €0, 5[ ,on note D, = {s €C/f | 2| 1 &t Re(2) < coa(a]}.

Virlber que [, st us compact de (C,] | :

Pour & = 3, teprésester plombtriquement e pomls M doot ks affixes appartiennent & Iy

dans um repére ortbonormé du plan.
24) Pour lwul € " et tout 2 € D[ 1}, va mole £, (2) = i .

]

2

Flunbeen sjue, gueus WAk o |=;'|;|I E! TR TSTTT AR = ST T I o S L 1 l:. _| 2
— BN |

2 B) En déduire que pour tout o €], §[ Is séris sntitrs complexe § —= converge unifmabuen
il

sar g,
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PARTIE IT : ATGERRE.

Caleuls da distascss sntro une matriee et cortnines parties de A, (57
Dians o= sujet, n est um entler naturel non mol et an note -

Mpn{H) : la R-algtbre des matrices caumées réelles d'ordre n

Mo () : le R-espace vectoriel des metrives & n lgnes ot & une coloans,

Puour une matrice A de M (8] , A° est sa matrice trenapoete, rang (A] son rang =t Tr {A) sa
trace, [x la matrice anité deAd_ | /)

S e sous-espace vectarie]l des matsess symitriques de A4, [ 1)

A, [R): e sons-espace vecioried des matrices antisymldriques de A, (5).

SY(M): Iensemble des matrices positive de SR, oot 4 dire do metrice A de S, 8]
witifiant : pour Loute matrice X £ Mo [H), £AX > 1D

Crln() : be groupe des matrices imversibles de M)

ELIAY: Jn prowipe dee ek o réallo wribogenoles 'cat-fdite doo miobaiveo M odde Al [ 8T) f
verifiant ¢ MOAf = [,
1. Exercice préliminnire :
17). Snit la matrice !
1--1--3
F=12 11| deMR) onpse=I"r=F
1 21

Dingonsliser Ia matrice A ot diterminer upe matrice P de O3 R =t una matrice diagonale D
B termis fons posidifls telles goe 07 = P~LH P
)] On pomse § = PDP-! £ SHR), montrer que la mlstion ' = IS défnit ume matrics
| L' 4= G4 8F) et calouler cette matrioe, L
II. Calenl de la distance de A & S.0F) o & 4, (R).
¥). Boit A et B deux matrices de M, [F). on pose (4 | B) = Tr(A'8) . Mostrer qos I'ng
defimic aiss) un produit scslaice sur ML (R). La sorme associte & oo produit zcalaite fnonme
-!1-l=|5|:I||.|.|."|-|5t|:|::|I:|5|.l-:|.-1_||--.:.-{|.-1'||.f'1"|‘l.-r ' .
Dhans tout le sujet, s IT est une partie non vide de Ma{H), 1a distance d'une matrice 4 de
Mo FT) A& In parsie IT est be riel of A, 1) = j:_ll{: R e [
'1";I. Montrer que ML () = 5.(R) @ A {R) o que telic momme dive:le pse T —
7). 51 A est une matrics de M [ K}, montrer que & A 5. ()] =} 1/H4- A
e I I:I[.-‘i,.-q,,.,[.l‘lf:l:l.
6*). Caleulor d{T", 43( ) wib T 25t la matrice exemple de la patLiv I,
UL Caleul da la distance de A & W H

1| e débermizer
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A. Théoréme de la décomposition polaire |
7%) . Muoulier quianc mobthee ¥ da £ (R) appartient & 8} (R} = et seqlement g toutes B

valeurs propres de 5 sont pesitives ou oulls.

&) §i A o5t une matrice de M, (R} mostrer que la matrice AAE S (). _ -
&) Soit A unc motrice de A, (R}, o0 suppose il eiste use MALTICE diagonale [ = dmg'lfu::.ﬁ_-d':.- o g
& termes positifs telle que A'A = D7 On pote A;, Ag, - Aa B8 matrices de A, [F) gui for

ment ks coloanes de |a matrice A. o

. Pour taul sowpde {1, §) d'enbiem: aabnrals compris entre 1 el 7, l?"-'ﬂ'-'l'ﬂ'-'ﬂ-"-;- En |,'.|.||.rr_'|ru|.ﬂ-l'.
si { a5t un entier pour loqoel & =0, que vaut A7 _

5. Manteer que T'on peut trouver uwe bese orthonoemee (£, B, oo o a) de Al R} [F:"
rmppart an prodnit seadaire casansgue (X, ¥ = XY de Mo (F) telle que, pour tout estier
naturel | eptre 1 et v, A = 4B,

& En dechure qu'il existe upe masrice E de Q0] Lelle qua A = ED,
10P), Scit A et B deux matrices de M, [} virifant A'A = 5'8. |

. Moatrer qu'il existe une matrice disgonale £ & termes positlfs et une matnee arthogomale
P g o AAF = P ERoE - B

b. Montrer qu'il existe une matrice LT de O, telle que 4 = ire
11 Déduire des questions précédentes le theoréme de décomposition polare : Mowr Loue
@k lee A b -'."'HI! n}. Il esdobo wne mmateics [ da H_IN} ot mne A FER HTI.EE.*[R.I t-EI.h g
A=LUS B
(Remarque : on peut égslement établir 'umicité de la metnee 5 de 5 () eo meme Pusicilé
de In motsiee 17 da ﬂ..{ﬂ}

B. Calcul de df4, O,(F))

127). Montrer goe, poar Loute matrice M de Mgl R) vl pewn Loute atiee 1 de O8],
| AT ||=] COA =] 34 ] _

13°). Dans la suits de cette partie, suit A une matrice do M, (K], soit [ € (R} 1 5 € SR
telles = A= s o il exlsee ung ki d.i.ﬁ.g:-l‘mlu P ot une matrbeg & do I:l.l:.ﬂ'] lrllll.i- EliE
f = FOP!

. Moatrer ges, poar toute matrice 1 de . (1), 1A-0|=f &=L | et en dédulre
que a@fAd, [ R)} = 4[5, Da (]}

b, Moetrer que d{A, O.(F)) = d(D, O.(R]).
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