FILIERE : C.U.E.S - D.E.U.G.
EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Lundi 12 juillet 2021

Durée 3 heures

la présentation, la lisi bilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la cIa.rte et la précision

des raisonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies.

TLes candidats sont invités & encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document

1,’épreuve comporte deux parties indépendantes & rédiger sur des feuilles séparées
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PUX)=X(X =1 (X =)

n tond vers Vinfini

‘notera cot la fonction définie sur 10, | par

cos(z)
tlz) = ——

G sin(z)

10; 7 sur IR. On notera Arceot sa fonction réciproque. Pour

Cette foﬂcti_un est une bijection de
mule de Stirling :

tout réel z, [x] désignera la partie entiére de 2. On rappelle la for

T T
nl = V2T (E) quand n —+ o0

- - * fes .f
l Quelques propriétés des racines de P,
1) Montrer que, pour tout n > 1, P! admet exactement une racine z, , dans chacun des infer-

valles |k, &+ 1[, pour k=0, --,n— 1. Notons ank =Xnk = k €]0,1[, la partie fractionnaire de

mn,k- -
n—1
2) Pour n 2 1, en calculant les coefficients de degré n— 1 et n de P!, exprimer 3. Tnk, puis
k=0

n=1
> @ en fonction de .
ETOEH comparant P,(X) et Pa(n— X ), exprimer Tnn-
et pour tout k =0,-,n=1
4) Déterminer la valeur de cnx T Onn-1-k
Le but des questions suivamtes est de montrer que, 7 €t
k croit de 0 an — 1.

. 5) Pour tout n > 1, dresser, €n fonctio

.-« en fonction de Znk, pour tout n > 1,

ant fixé, la suite des Qnk croit lorsque

n de la parité de n, le tableau de variations de Fq.

G‘n}’ fem appa'miﬁre les réels T, p pour L= ﬂ, 1,' ..m — 1 ainsi que les entiers 0,1, -+ T

6) En déduire le signe de (~1)"*Pa(zns) pourk =000 7~ L e
7) En utilisant la relation P.(X)=(X-n) P,_1(X), déterminer le signe de (~ 1" Pp(@n-1)

0,1,-+,n— 2

s S et '2; on & Iﬂ—'l‘h > I'n.,k-
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.%mmwhhmﬁnnl‘m&lt les fmﬂmlm

) - z) €l0;1] et T(z+1)=zl(z), 2>0.

= s'm{mc]’ i
Désormais, on pose, pour tout z > 0

¥(z) = ?Ezi

13) Montrer que ¥ est strictement croissante.
14) Etablir, que pour tout z > 0,
1
Uz + 1) =¥(z) + =
On pose pour tout = > 0,
¢(z) = ¥(z) — In(z)

15) Montrer que la série de terme général (¢(n + 1) = ¢(n)) converge.
16) Montrer que la suite (¢(n); n > 1) converge lorsque I'entier n tend vers l'infini. Soit C sa

limite.
17) Montrer que si C # 0

fr ¢(t)dt = Cx au voisinage de + o0 q‘j
1

18) Montrer que C = 0.
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\n ) L N
e correspondante au produit scalaire ('1):

[ f;;\

da.ns M“.]_ I:IR:]

On rappelle que || z = /o1 + 23+ T 22 pour toub T =

: \In )
On note M, (R) Pespace vectoriel des matrices carrées dordre n & coefficients réels, et I la matrice

identité ; on munit My (R) de sa norme usuelle, encore notée || . || définie par :
PAE sup{%{x-““f X € M1 (R)\ {DMRIIER}}} pour tout A € M (R):
Une matrice A de Mp(IR) sera dite s-positive si l'on a (AX|X ) 2 0 pour tout X de M1 (R) -
Une matrice A dans My (R) est dite symétrique si ‘4 = A, clle est dite anti-symétrique si tA=-4A
On note Sy (R) et ASy (R) les ensembles des matrices symétriques et anti symétriques de My (R)

respectivement.

1. Montrer qu’'une matrice symétrique réelle est s-posifive si et geulement si toutes ses valeurs

propres sont positives.

9. Vérifier soigneusement que S, (R) et ASp (R) sont des sous espaces vectoriels supplémentaires

de M, (R).

le candidat peut utiliser le résultat suivant :

Dans toute la suite du probleme,
de fagon unique cOIMME SOMINE d'une matrice symétrigue A,

Toute matrice A de M, (R) s'écrit
of d'une matrice antisymetrique A
de M, (R), ol A, est symetrique et Aq est antl

3. Montrer que pour toute matrice A = As + Aa

symétrigue, on a I'équivalence :
A est s-positive si et seulement si toutes les valeurs propres de A, sont positives.

4. Montrer que pour toute matrice M € My () s-positive et tout i €]0, +oo[ , la matrice M+p.dn

eat inversible. :
On posera alors R,(M) = (p0n+ M)
5 On considére les deux cas suivants et on pr

9 (5 o)

end toujours p > 0
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er que 1‘ﬂpp]1canon D p R#(M’ ) de ]0, +e0[ dans Mn(R} est :ndeﬁmment dén ', |
- exprimer ses déxivées successives B en fonction de ses puissances 2 : e ®(u)s.
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