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I. Partic Algebre

Exercice

1 1 1
2 0 2

1. Calculer le polynome caractéristique Y4

seule valeur propre 4 a préciser
2 Déterminer Ker(v — Aidg2), le sous-espace propre

3 1 =i
Soit A = ( ) € M;(R); on note v I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A
de la matrice A et en déduire que A posséde une

de v associé & son unique valeur

propre A
3 La matrice A est-elle diagonalisable dans M;(R)? Est-elle triagonalisable dans M;(R)?
4. On considere ’endomorphisme u = v — 2idps eton pose e; = (1,0,0)

4.1 Montrer que I’endomorphisme u est nipotent, ¢’est a dire, il existe un entier d > 1 tel

queu? =0

4.2 Déterminer le noyau de I’endomorphisme u? puis vérifier que e; & Ker u?

4.3 Montrer que la famille B = (u*(ey), u(e,), e;) est une base de R3 et ecrire la
en fonctionde T

matrice T de v dans la base B, puis exprimer la matrice A
4.4 Calculer I’exponentielle de la matrice A. On rappelle que exp(A) = b b %A"

Probléme

gébre des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients dans

Dans ce probléme, M, (K) désigne I’al
bles de M, (). Une matrice A € M, (K)

K=R ouC, et GL,(K) le groupe des matrices inversi
A=2AL,0u0A€Ketl;]a matrice identité de M (K).

est dite scalaire si elle est de la forme

f o g se note fg. Les deux parties du probléme s’enchainent entre elle.

actérisation des homothéties en dimension 2, Application au commutant

1€ partie : Car
sion E et L(E) I’algebre des endomorphismes de E. Si

E désigne un espace vectoriel de dimen
E qui commutent avec f : c(f) =

f € L(E), onnote C(f) I’ensemble des endomorphismes de
{g € L(E);fg=4f).

1. Soit f € L(E) tel que, pour tout x € E, la famille (x,
1.1. Montrer que, pour tout x € E\{0g}, il existe un unique A,
1.2. Soit (e,, €;) une base de E ; montrer que 4,, = A,

1.3. On pose A = A,, = A,,. Montrer que f = A idg(homothétie de rapport ).

f(x)) est lice.
€ K tel que f(x) = AxX.

2. Soit fun endomorphisme de E.
2.1. Montrer que C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).

wadifa-info.com T "
- | dads 5o T
S ALl g a8 g0 (e Sy jliall las

Source: www.wadifa-info.com/fr/modele-concours/4932 - Wadifa Info - page 2/6



https://www.wadifa-info.com/fr/modele-concours/4932

2.2. Déterminer C(f) si f est une homothétie. .
3. Soit f un endomorphisme de E qui n’est pas une homothétie.
3.1. Justifier qu’il existe e € E tel que la famille (e, f(e)) soit une basc de E.
3.2. Si g € L(E), justificr qu'il existe un unique couple (a, B) € K? tel que g(e) =
a e + B f(e) et montrer que g € C(f) si, et seulement si, g = a idg + Bf.
3.3. Préciser C(f); quelle est sa dimension ?
4. Traduction matricielle : Soit A € M, (K); on pose C(A) = (M € M,(K); AM = MA}.
4.1. Si A est une matrice scalaire, déterminer C(A4).
4.2. Si A n’est pas une matrice scalaire, montrer que C(A) = Vect(l;, A); quelle est sa
dimension ?

2¥me partie : Diagonalisation simultanée dans M, (K)

a b

1. Pour quels triplets (a, b,c) € K* la matrice A = (0 c) est-elle diagonalisable dans

M, (K)?
2. Donner alors un exemple de matrice de M, (IK) qui n’est pas diagonalisable dans M, ().
3. Soit A € M,(K) et A € K; montrer que la matrice A est diagonalisable dans M, () si, et
seulement si, la matrice 4 + Al 'est aussi. = . :
4. Soient A et B deux matrices diagonalisables de M, () telles que AB = BA.
4.1. Montrer que les matrices A et B sont simultanément diagonalisables dans M, (K),
c’est & dire qu’il existe P € GL, (K) telle que les matrices PAP~! et PBP~1 soient

diagonales. On pourra remarquer que B € C(A) et traiter 4 part le cas ou A est une
matrice scalaire.

4.2. Montrer que, pour tout A € K, la matrice A + 1 B est diagonalisable dans M, (K).
3. Familles de matrices diagonalisables

5.1. Soient (A4;) ;¢; une famille de matrices diagonalisables de M, (). On suppose en
outre que ces matrices commutent deux a deux: V(i, j) € I2, AjAj = A;A;. Montrer
que les matrices Ay, i € /, sont simultanément diagonalisables dans M,(K), c’esta
dire qu’il existe P € GL, (K) telle que, pour tout i € I, la matrice PA;P~1 soit

diagonale. On pourra traiter 4 part le cas ol toutes ces matrices sont scalaires.
5.2. Soit m € N*. Montrer que si 4, ..., A,,, sont des matrices involutives de M, (K) qui

commutent deux a deux, alors m < 4. On rappelle que M € M, () est dite
involutive si M? = I,

;5 , _(0 0 a Iy ..
6. On considére les matrices | = ({] 1) etK = ( 1 d)' ou a et d sont des nombres réels.

6.1. Montrer que, pour tout A € R, la matrice J + A K est diagonalisable dans M, (R).
6.2. Est-ce que les matrices J et K commutent entre elles ?
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IL. Partie Analyse: A rédiger sur une feuille a part

1% partie

I.  On considére une suite de récls (a,,), une suite de complexes (b,,) et on note pour tout

entier naturel n :

Sn = Xi=0Q by ; By = Eg=o br.
En remarquant que, pour k = 1, by = By — By_;, démontrer que pour tout entier naturel

n non nul,
Sn = Xx=0 (@x = ay41) By + a, B, (Transformation d’Abel).

2. On suppose que la suite (B,,) est bornée et que la suite (a,,) est décroissante de limite

nulle.
2.1.  Démontrer que la série 3., (@, — ay41) converge.

2.2, Endéduire que la série )., (a,b,) converge.
2.3.  Enappliquant le résultat précédent au cas ot b, = (—1)", donner une

démonstration du théoréme des séries alternées, aprés 1’avoir énoncé.

3. Exemple.
Dans cette question, 8 est un réel différent de 2k (k € Z)eta € R.

3.1 Calculer pour n entier naturel non nul, ¥7_, i@

e ing

3.2.  Discuter en fonction du réel a la nature de la série Yins1 —
n<

4. Soit la série de fonctions ¥,,,, u, on pour x réel et n entier naturel non nul,

sin(nx)

u,(x) = o
Démontrer que cette série de fonctions converge simplement en tout point de R.
On pourra utiliser sans démonstration Ie fait qu’une série de complexes ¥, u,converge si et

_seu]e:tne‘m si, les deux séries ayant pour termes généraux les parties réelles et parties
imaginares (c’est-"a-dire Re(u,) et Im(u,,)) convergent.
+o0 Sin(nx)

On notera U sa fonction somme : pour tout réel x, U () = 3% NG
- : . - n ‘

2%me partie

Pour toute cette partie, on définit une famille d’équations différentielles F (A) 1eg+par:

+ gt 1o o
VAERY, y +21y' = (1+3)y =0,
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Et par “solution d’unc équation différenticlle”, on fait référence aux solutions 4 valeurs
réclles.
1. Soit xun réel.

1.1. Etudier, sclon les valeurs de x , I'intégrabilité sur I’intervalle] 0,1 ] de la fonction :
t — 1..1'—1(!"".

1.2. Montrer que celte méme fonction est intégrable sur intervalle [1.’ +en [

2. A quelle condition, nécessaire ct suflisante, sur le complexe z la fnnctio_n t—
t2-1g~test-clle intégrable sur I'intervalle ]0, -oof 7

3. Onpose I'(z) = f;m tz"1e~tdt, z € Cet Re(z) > 0.

3.1. Soitz un complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer que ['(z + 1) = z['(2).
3.2. En déduire, pour toutréel @ > —1 cttoutp € N*, I'identité

Ma+p+1) = (a+p)(a:+p—1)...(a+1)[‘(q:+1).

3.3. Montrer que pour toutx > 0, I'(x) > 0.

3.4. Calculer ['(1) et en déduire la valeur de T (n + 1) pour tout 'énti;:r naturel n .
4. Soit zun complexe tel que Re(z) > 0 ; montrer soigneusement que

+ o0
(_1}?‘1 1 + 00
r@= gt [ etetar
n=0 1

Cette formule permet de prolonger la fonction T d la partie C\ {0, — 1, — 2, .
plan complexe.

.. }Ydu

1M
5. Montrer que Ia fonctionx — Y% %'nl—x est définie sur R\

{0, —1, —2,...} etqu’elle y est continue.
6. Soientaetbh deuxréelsavec0) < a < b,etsoitt > 0.

6.1. Déterminer max(t®?, t?=1) selon les valeurs de t
6.2. Montrer que

¥Yx € [a bl 0 £ < max(t® 2, 1*Y).

6.3. En déduire que la fonction I' est de classe C! sur R} et donner I’expression de sa
dérivée sous forme intégrale.

7. SoientAd = 0 , @ unréel et )., @, 2™ une série enticre, a coefficients réels et de
rayon de convergence R > 0. Pour tout x €]0,R [, on pose
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+o0

yal®) = ) ayz"

n=0

7.1. On suppose que la fonction y, est solution de I’équation différentielle (F; ) et que
a, # 0. Montrer que

=22 (a+1)*—2)a; =0,etVvn=0 ((a + n)? —A%a, =a,_,

7.2. On suppose que @ = A et que la fonction y,est solution de I’équation
différentielle (F;)avec ay # 0. Montrer que

agl(a+1)
22PpIl(a+p+1)

Vp EN, ayp41 =0etay, =

7.3. Les a,, étant ceux trouvés précédemment ; calculer le rayon de convergence de la
série entiére ) n.o @n Z™.
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