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Epreuve de Mathematiques

Duree 4 heures

Préambule
Le sujet comporte deux problémes indépendants.
Il est demandé d'exposer les questions dans l'ordre de I'énoncé | ‘
Les candidats pourront admettre certains résultats interméadiaires et les utiliser dans
la suite du probléme, méme s'ils ne les onl pas demontrés | a condilion de le
mentionner explicitement . g
Les résultats devront élre soulignés ou encadrés .
Pour chaque question de ces problémes . on appellera * salulion convensbie * toule
suile finie d'affirmalions correctement justifiées , et trés lisiblement écrites . Saules
les * solutions convenables * seront nolées positivernent .
Il sera tenu le plus grand comple dans la notalion de la qualité de la rédaclion el de
la presentafion mafénelie .

Premier probléme

Partie I :un exemple

' 1 "
Soit f la fonction définie sur R par f({z) = zArctanz et pourz > 0, on pose a(z) = = [ t* Aretant df.
2 o :

1. Etudier la fonction f et tracer son graphe (en précisant les éventuelles asymptoles et la position
du graphe de f par rapport & celles-ci).

2. Calculer g(z) pour z # 0 et montrer que g peut étre prolongée par continuité en 0. (On
continue & appeler g la fonction ainsi prolongée).
Viérifier que g est développable en série entiére sur un intervalle | — R, B[ que 'on précisera et
donner ce développement. Prouver que g est indéfiniment dérivable (e'est a dire de classe C™)

sur [|.

3. Etudier la fonction g et tracer son graphe (en précisant les éventuelles asymptotes et la posltion
du graphe de g par rapport a celles-ci).

Partie 11

Dans toute la suite du prohleme, on ds':signe par E = C(R*,R) I'espace vectoriel des fonctions
- continues de [0, 4+cof vers R et par o un réel tel que o > 0. -
Paotir tout f de E, on désigne par ®,(f) Papplication g de [0, +ocof vers R définic par :

f(0) o X T ea y
g(ﬂ) = T et pour x >0 g(x) = == /; t fe)dt

Vérifier que pour tout élément f de E, g = $,(f) est élément de E.

1
Mantrer que pour tout. z > 0, on a $.(f)(z) = [ w™ ! f{ru) du.
(1]

Oun suppose f de classe C' sur RY et on pose g = P, (f). Montrer que g est aussi de classc

C' sur R* et calculer ¢ en fonction de #4.:1(/").
Montrer que g est de elasse €*° sur B% si f I'est.

Tours SV
114 ez In page S.V.P,
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. 3 } L
o: (a) Montrer que ®, est un endomorphisme injectifl de £

(b} Seit f un élément de E ot g = P4(f). Montrer que g st dérivable en tout point z > 0 ¢
! exprimant g'(r) en fonction de f(r) et de glz).

(c) Déterminer les valeurs propres de Dq. en précisant les différents sous-espaces propres (
pourra [ormer une équation différentielle vérifide par f fonction propre associde A u1
valeur propra),

(d) Montrer que ®, n'est pas surjective
6. Soit [ un élément de E et g = &,(f). On suppose qu’il existe & > 0 et une suite réelle (4,)
[ e

tels que pour tout x € [0,R] . f(z) = Za,,z“. ‘Montrer qu'il existe une suite réelle (b,), (qu

LE 1]
+oo
‘on explicitera) telle que pour tout = € 0,7, 9(z) = Z B
A=y

7. Dans cette question seulement, on pose f(t) = et on pose g = @, ( f).

1
1+¢

(a) En prenant R = 1, expliciter les suites (@n)n et (bn)n corvespondantes a la situation de |7
question G, -

(b) Montrer que g est solution sur JO, +co| de I'équation différenticlle zy’ + ay = 58

i G : o l 4z
étant la seule solution & aveir une limite finie en 0.

(¢) Montrer que g est décroissante sur R+ ot préciser sa limite en +00. (On pourra distinguer
lescas0<a<la=1eta>1encherchant a majorer simplement g(x) pour = > (1)

(d) Determiner une relation entre Ba(f) et 24541 (f)- En déduire lim z®,.,(f)(z).
Tbofen

8. Dans cette question seulement, on suppose @ € N et f(t) = e ot on note g = ®.(/).
Exprimer lim 2% g(z) en utilisant une factorielle et en déduire un équivalent simple de o'z)

m
y =h e
loeraque x tend vers +-00.
. Soient o > 0 et-g >0
(2) Soit [ dans E. Grace 3 intéprati : ti I ACigers :
a) oot J dans . Grace & une intégration par parties gue ["on précisera, montrer fue :

(o = BYDs (Ba(S)) = ©p(S) =~ Do)

(b) -En déduire que les endomorphismes &, et @5 commutent.

. Soit un entier naturel n. On désigne par P, le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions
polyndmiales de degré inférieur ou égal a n.
(a) Montrer que si f est dans P,, alors g = &,(f) I'est aussi.
(b} Vérifier que la restriction de &, & P, est un endomorphisme diagodalisable de P,,.
{(c) On suppose n = 2. Déterminer le nombre d’endomorphismes 8 de P, tels que #? = @, .

. Soit f un élément de E et g = $.(f). On suppose que f tend vers le réel L en +o00. Montrer
que g admet une limite réelle en 400 que I'on caleulera en fonction de L.

Tournez la page 5.V.P,

214

wadifa-info.com 58 Adda g a8 ga (e il Hladl Z 3l

Source: www.wadifa-info.com/fr/modele-concours/4926 - Wadifa Info - page 3/6


https://www.wadifa-info.com/fr/modele-concours/4926

Partie III

Dauns cette partie, @ = 1 et I'on notera simp!emenr. D =T c’est & dire si [ est élément de
= T f) est définie par g(0) = f(0) et g(z / ft)de. -
12. Soit f dans E et g = ‘i’[fj. Montrer qué si / est intégrable sur R*, alors ¢ ddmet une limite
3 réelle en 4-co que l'on précisera. La réciproque est-elle vraie?
13. {a) Soit f dans E et ¢ = B(f) et T un réel strictement positil. On suppose que f admet
pour période T'. Déterminer [m:y en fonction de / f(t)dt. (on pouria commencer par

calculer g(nT) avec » entier naturel non nul).

T
(b) Déterminer en fonction de x un éguivalent simple de -/ | sint|di lorsque  tend vers -~ .
] a .

14, On note & I'ensemble des applications continues de [0, o[ vers It telles que f? soit intégrable
sur R?,

(a) Mentrer que £ est un espace vectorial réel ot que l'application ;

I 2
N:fo V{FO*M( /()" ds

est une norme sur £.

(b) Soit f € £ et g = ®(f). Grice 3 une intégration par parties, justifier que pour tous ¢, A
telsque0<e< A ona:

f‘( (z))"dz < = ff(l‘ dt)? —I"?|jr (t)dt |

(c) En déduire que pour tout f de £, ®(f) est aussi élément de € avee N(®())) < 2M(/).
Comment interprétez-vous ce résultat ?

| PROBLEME - 11|

Partie A

On considére E = Rq[X], I'espace vectoriel des polynbmes de-degré inférienr ou égal 3 5. On note
E, I'ensemble des polyndmes impairs de E ei E; I'ensemble des polyndmes pairs de E. On désigne
per ¢; (0 < k < 5) les &lémepis de la base canonique de [ de sorte que (X)) = X*. Op nommera
pareillement “base canonique” de E; (resp. de E;) la base {=), &, 2] (resp. {22, &}) de E

(resp.: ;).
1" Jusiifier que E; ¢t E; zont deux sous-espaces vectoricls supplémentsires de B, cest-d-lice
= El @ET-
2* a) Montrer que I'application ¢ qui 3 tout polyndbme P € E, associc le polyndme o(P) défini
! Fa_]:
: o(P)(X) = (X + 1) P"(X) — X P'(X) (1)

définit un endomorphisme de E;.
| - Tournez In page S.V.1"

374 P
L —————————— L.
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Donper la matrice de o dans Ia base canonique {25, e1,e,) de E,.

Déterminer ¢ noyau de o, 2insi que ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

a esl-i| diagonalisable ?

Montrer que I'application s qui i tout polyndme F € E;'as_so:ic le polynéme s(F) défini par
s(P)(X)=(X*-1)P"(X)+ X P'(X) ; (2)

déhnil un endomorphisme de E;.

Donner la matrice de s dans la base canonique {eg, €3, 8.} de E;.

Déterminer le noyau de s, ainsi que ses vn!eufs PrOpres et ses vecrsurs propres.

s est-il diagonalisable ?

considére l'application qui A 1out polyndme P € F associe le polynéme 2X P(X) — P'(X).

Montrer gue la restriction f de celle application au sous-espace Iy définit une application
linéaire de E5 dans E;.

Déterminer la matrice de cette applicalion dans l¢s bases canoniques respectives de B, et
E,.

Montrer que f ést un isemorphisme.

Partle I

-

Seit E un espace vectoriel sur R non nécesssirement de dimension finie. On désigne par E; e
E, doux sous-cspaccs vectoriels supplémentaires, de sorte que E = E, @ E;. On désigne par s un
endomorphisme de E; et par f une application linéaire bijective de Iy dans By,

A £ € E s'écrivant = = & + 3, ol {11, 73) € By x E;, on associe

Fz) = 7 (z1) + J(z2) + 5(z2). (&)

Prouver quc F' est injective.

Prouver que F est surjective (on ne suppose PAS que E est de dimension finie) ot exprin.zr
Fly)ovy=wu+meklet (w, 1) € By %iEs.

On suppose que F admet vwne valeur propre-A € R. Soit = # 0 un vecteur propre associé,
décomposé en = = z; + z; (ol (=, z,) € E; » In). Erouver que =z, et £; sont non nuls el
que z; est vecteur propre de s.

Réciproquement, on suppose que s admet une valeur propre réelle p. Prouver que F admet
au moins une valedr propre réelle A. Déterminer un vecieur propre de F associé 3 A en
fonction d'un vecteur propre z» de s associé & g

¢) Montrer que si 11y, ..., u; sont des vecteurs propres de s indépendants ot associés 3 une
méme valeur propre i de s, alors les vecteurs propres de F précédemment calculés sont
indépendants.

On suppose désormais E de dimension finie, et on pose n = dim Ej.
3* a) Justifier que dim B, = dim E; =n et dim E = 2n.

b} Soit py, ..., ji, les valevrs propres réelles distinetes de s. Prouver que F admet 2p valeurs
propres réelles distinctes.

c) Montrer que si s est diagonalisable, F I'est aussi.
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