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Concours d’accés au cycle d’Agrégation

I’énoncé de cette épreuve ,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la
rédaction et a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il
convient en particulier de rappeler avec précision les des questions abordées. Si, au
cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui peut lui semble étre une erreur d’énoncé, il Ie
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons.

Remarques générales :

- L'épreuve se compose de trois exercices et un probléme indépendants.

- Les trois exercices doivent étre composés dans une copie a part.

- Le probléeme doit étre composé dans une autre copie a part.

EXERCICE 1 :

v

On considéere (E, d) un espace métrique complet et f : E — E une application. On suppose qu'il
existe @ : [0, +oo[ — R* continue et croissante telle que :

Vx>0,¢x) <xetV(x,y) B3 d(f(x), f() <pld(x,y).

On veut montrer que f admet un unique point fixe £, et que pour xp € E, la suite des itérés
X = f™(xp) converge vers €.

1. Montrer que la suite (d(x,, X,—1)) n>o tend vers 0.
2. Soit € > 0, montrer qu’il existe N € N tel que
V>N, @d(xp, xp-1)+€) < €.
3. Soit n > N, montrer par récurrence sur p que Vp €N, d(Xp+p,Xn) < €.

4, Conclure.

EXERCICE 2 ;

v4d

Soit f : R — C une application continue. On considére 1'équation différentielle

EB): y"(x) = y(x0) + f(x).
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1. On pose z=y' -y, vérifierque z' + z = f.
2. Montrer que 3(a, b) € C? tel que :

X

VxeR,z[x)ze‘x[a+f e' f(ndt) ery[x)zex(b+f e *z(s)ds).

0 0

3. Conclure que

3(a,p) € C? tel que y(x) = e*(a+ %f e f(s)ds)+e *(p- %f e' f(nde)
0 0

4. Montrer que si y; et y, sont deux solutions bornées de (E) alors y; = y».

5. Dans cette question on suppose de plus que f est bornée sur R.

5.a. Justifier la convergence des intégrales suivantes :
+00 0
f e *f(s)ds etf e' f(rdt.
0 —00

5.b. Montrer que la solution obtenue pour a = -1 [ e f(s)ds et p= -1 [ e'f(n)dt
est bornée sur R.

6. Montrer que toute application g : R — C continue et périodique est bornée .
7. Montrer que si f est périodique alors (E) admet une unique solution périodique.

8. Calculer la solution périodique de y"(x) = y(x) + sin(x).

EXERCICE 3 :

v4d

Soient A une partie compacte d'un espace métrique (E,d) et f: A — A une application.
f estdite une isométrie si V(x, y) € A?, d(f(x), f(y») =d(x, ).

On suppose que V(x, y) € A2 d(f(x), f(y) =dx,y).

On se propose de montrer que f est une isométrie bijective.

Onnote f%=id, f" = fof..of (nfois). Pour a € A, on note a, = f"(a). Soit (x, y) € A2
1. Montrer qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (xg(n), Yo(n)) converge.
2. Montrer que pour g = peta,b€A, d(ag-p,b) < d(ag, bp).

3. Déduire que nl_l.Imetp(n_,_l}_(p[n] =X.

4. Montrer que tout point de A est adhérent a f(A).
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1

. Montrer que
VneN,d(xy,y1) < d(Xgm+1), Xpm) + d(X, ¥) + d(Yom+1), YVom)-
6. Conclure que f est une isométrie.
7. Montrer que f est continue et que f(A) est fermé.
8. En déduire que f est bijective.

9. Soit [a, b] un segment de R.

On veut déterminer toutes les applications f': [a, b] — [a, b] vérifiant

V(x, ) € la,bl%, | f(x) - fF)] = 1x - yl.

9.a. Montrer que Y(x,y) € [a,b]?, |f(x) = f())] = |x—yl.
9.b. Montrer que x — f(x)— f(a) garde un signe constant sur [, b].
9.c. Endéduireque f=idou f=a+b-id.

PROBLEME

v4e

- . - n - -
Soit a € R, on considere la série %, z € C. Lorsque la série converge, on désigne sa somme
n=1

: +00 2
par: fo(2) = =5
n=1

1. Domaine de convergence :

n
Etudier la convergence de la série ). % dans chacun des cas suivants :
nz=1

l.a. |z|<1,b)|z]>1,0)|z|=1eta>1,
L.b. |zl=1leta=<0,e) z=1.

2. Transformation d’Abel : On supposeque 0 <a <1, |z|=1letz#1.

n
2.a. Soits, = Y k montrer que la suite (s,) =1 est bornée.
k=1

N N
iy z" _ sy 1 _ 1
2.b. Vérifier que L = WeDe + n);l(_”u Gane) Sn-

2.c. Déduire la convergence de la série ﬁ—z
n=1

3. Calculde f—p pour peN:

+oo

Pour [z| <1 et peN, on pose gp(z) = ¥ nPz".
n=1
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+00
3.a. Vérifier que pour p e N*, (1-2)g,(2) = Z (n+ 1P = nP)z"+1,

3.b. Déduire que VpeN*, g,(2) = Z Ck gi(2).
o 2.n 2tz
3.c. Conclure que n};n Z" = g5

4. Valeur approchée de fg(%l) .

: " o | T2 G DYE 1
4.a. Justifier I'inégalité - >:T+1 22F | = e

ﬁ.

4.b. Déduire une valeur approchée a2 10~2 prés de Z k2 5 X,

5. Equivalent de fy au voisinage de 1:
Soientt a €]0,1[ et x €]0, 1.

5.a. Montrer que  — f.; est intégrable sur ]0, +oo|.

5.b. Vérifier que
+00 xf +00 xrd
—dt < fo(x) = —dt.
[ Rarznws %

5.c. Onnote cq= ;™% €~ du, établir 1'égalité :

u
+oox£ C
f > B
0o 1 |In (x) [}~

Co
x—1- (1 -x)l-o’

5.d. Déduire que
f «(X)

6. Calculde fi(2):
Dans cette question on considere z € C tel que |z| < let z # 1.

6.a. Vérifier que pour t € [0,1]:

N zn 11— (tzg)N
1-1¢ 0 —_= —dt.
&xsl g‘ n _[l; 1-tz
+o0o , 1
6.b. Montrer que Z Z = [y tZ-dt.
6.c. Montrer que pourBe]O 2m|, fa —%dt— n8
6.d. Déduire que V0 €]0,2m7|, ): e = —In(2sin 5} + z'“T‘O.

n=1
6.e. Montrer que 'application 6 — In(0) +
dérivable sur [0, 27/[.

+00 ( kGJ
bD —msk est prolongeable en une fonction

+oo ,
6.f Montrer que ¥x e [-1,1[, ¥ % =—In(1-x).
n=1

+oo
6.g. Déduire pour x €]0,1[, le calcul de ). %
k=0

S

FIN DE L'EPREUVE
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