coNCOURS DENTIEE BN CPAM. miE

| Probléme 1 I
Notatlans st rappaols

Diana tout le sifet, n déslgne an entier paturel non nul ot F un Cespace wectoriel de dimengion &

CHAEF-FIS CPAM

8i M & M,IC), on note M7 la tranaposde de A

51 Af ent une motrice de M, (C), on diinit s siite des pulssances da AF par M® = I, ot, pour lout entler naturel &, par
rebation AF**Y = A0 AP

Do mime, o u eot un endomorphisms de E, on définit (s muite des pulssances de u par w' = by o,
k, par s relation u**! = yny®

Une matrion Al et dite nilpotents 8°il exiate un entber naturel & > 1 tel que MY = 0. Dune on o, o phiss petil enther sutami
k) el que MY = 0 w'sppeile 'indice de nilpotence de M

Sait B une base de K, un endomorplisme e & mt nilpotent d'indice p ol s matrics dans § et d'inclics p

1] i

ol Loiil embbe® D ligm]

On poss Ji = [0) wt, posr un entier o 2 3, J, = [ € Mg (C)
B+ B 1 0
Sl Ay € My, [C), Ag @ M, [C), - , Ak © My, [C), on mote
A O o
il
diagl Ay, Ager o Ai) = “ & My, pags—ina (T)
1]
] 0 A

I Premiers résultats

1. L. Que peut-an dire d'un endomarphisme nilpotent o 'indice 17

1.2 - Réduetion d'uns matries de M;(C) nilpotents d'indice 2

On suppose qua n = 2, Solt u un endomorphisme de E nilpotent dladioe p 3

1.2.1. Montrer qu'll existe un vecteur = de E ol que o~ '[z) £ 0
1.2.2. Vérifier qun la famille I:'h'[t:l}“.“_l ext libre En dédulre gue p = 2

1.2.4. Montrer que Ker{u) = Im{u).
1.3.4. Conatruie une bass dw E dans luguells ln matrice de u et dgale & J5
L.2.5. En déduire que les matrices nilpotent de Ay{C) ool exactement les matrices de trace ot déterminant muls

11 - Naduetlon d'uns matrice da M. (C) nilpotente d'indice 2

On suppose que n 3 1. Solt u un endomarphiame di £ nilpotent diindice I & oo rang r,

2.1. Montrer que Imi{u] € Ker{u) ot que Ir € n

2.2, On suppos que Im{u) = Ker{u). Montrer quiil exisie des wctenm &, o,
(s, uler) e, ulen), . . er ule,]) =t une base de E.

1.9. Donner la matrice de u dans cetto base.

2.4. On supposs [m(u) £ Ker{u). Montrer qu'll enlsts des vecteurs 2, #3.... .8 de E ot des wecleurs wy, by, .
pppartenast & Ker{u) tels que (o), uley ), eq, ufeg), - ctenlee ) ma v, , Fnege ) @i une base de E.

2.5, Chinllo st |a mmirice de w daos coiis been T

iy B8 E tuly gur la famille

LT
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CONCOURS D'ENTREE EN CTAM, W00

CRMRF-FES CPAM
111 - Valesrs propres, polyndme earactdeistique, polyndmes annulateurs J'une matrice nllpotents

Dians eotte partie, A déslgne une matrice do M, ()

2.1, Montrer qun, sl A est nilpotents, s O el Cusique wleur propre de A

9.2, Qualles sotit les mntrices de A, (C) & la Iois oilpotentes ot dingonalisalikes 7

4.3, Moutesr qu'uee matrice st nilpotmnie s, of selement sl son polyndme caractériaticue ot dgal & X*

2. 4. Mantrer bs riciprogue de | question 8 3.1
2.6, Muntrer qu'une matrice criangulnlre da M (C) & dingonale palls est nilpotents ot qu'une matrice nilpotentes eet smblabdbe

& une matrice triangulnire & dingonale nulke
2.8, Démontrer qus, sl A et une matrice niipoterte d'indice p, aioes tout polyndme de C|X] multiple da X* et un polyniee

anidnteur de A
On suppos que P ot l..m polynbme snnulsteur de A milpotents .._{lr.-.l.u I:'

1.7, Démontrer que 0 est imeloe de P
2.8, On note m la multdphicdid de 0 dane P, oo qul permet l'icriee P = X™'0Q od ) ot un polyndme de C[X] =l que

Q(0) ¢ 0, Démooteer que Q(A) st inversible puis que P =t un muitiple de X7 dans CLX]

IV - Racines carrées de matrices nilpotantes

Pour une matrica V & M, (C) donmie, on dit qu'sne matrics B & M, () et une racine carmi de ¥ sl R=V
On se propose d'éludler existence el les valeurs de eacines carries éventualles dr certaine malrices niipoteatas

1 3 =T
4.1 On note A = ('1‘ i —H) st o I'endomurphisme de C* canoaiguement associé i A
1 3 =T

4.1.1. Caleuler ln rang de A En déduire, sans avcun ealeul, le palyndme corsctéristiqus ife A
Matitrer que A est nilpotente et donner zon indice de silpetence.
4.1.7. Démontrer que A est semblable & ln motrice diag(Js, Ji). Donner la wieur d'une matnee P ioeersihie telle goe

A = Pdiag{s, Ji) F‘t.j;:.-"'
Ot ehercha i diterminer I'mnsembls des matrices B € M3{C) telles que A% = A. On note o l'endomerphisme canoniquesmest

amncit & A
4.2.7. Démontrer que Im{u) et Keor{u) sont stables par p et que p ost nilpotent
4.2.3,. En déduire I'ensembile den rocines carries de A Indication : on pourms considérer R = Figpe

4.2, On se proposs dans cotte question d"#udier U'equation mairicielie B = Jy Soit R une soiution ds cette &puution. Doaser

bes valewrs de B et RS, puis Pensemble des solutions de ['équation.
4.3, En général, soit V € M, (C) une matrico nipotente d'tadice p. On se propose d'&tudier |'dmation B =V,

4.3.1. Monkrer que, sl 2p = 1 > n, o il n'existe sucune solotion.

4.3.2. Pour toute wleur do 'entier n 3 ), exhiber une matrice V' £ Mo (C), nilpotents d'indice p 7 2 ot admetesst su moin
LEE rACinS Carmie
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| Probléme 2 I

On notern rewpectivemant C, & et § les corpe des nombires complee, résls ef rationnels, ot Z I'snneas de= enbiers relatsly

Pour us entier n > | an dit qu'un mombre complesy 1 o5t une rocine n-idtme de Famild s 2™ = 1, ol que = &l e racing 4y
FPunifd 57 existe & 2> 1 el que = soll une racioe E-leme de Pundid

Pour R & {Z, Q. R, C} cn notern RIX] I'nenenn des polyndmes i cosfficients dane & Un polynime non ml et snilziee o
son eoefficient dominant est dgal & 1. Un polyndme P & QIX] st trriductible dene QLX) o P n'sst pos constant ot & 'galitd
P =QR wwc @, i & Q[X] impligue qua @ ou R est constant ‘

Un nomiwe couplexs = est appelé nombre alg@brigue o'l existe P & Q[X) non nul tel que M=) = 0. On dit qoe 2 & Ced un
enlier nigéirique 'l existe P € Z|X] unltaire tel que Plz) =10

On admot be risnllar subvanst -

Théordme : L'ensemble des entiers alpdlbrigees eat wn sons-snness de C

I - Polyndme minimal d'un nombre algihrique

on fize an nombre alpébrigue a. Soil
I{a) = [P € Q[X] | Pla}= 0}

5.1. Montrer que [{a) et un idéal de Q[X], différent de (0]
Il existe dane wn unique polpndme wnitsire I1,, € Q|X], appeld polynitme minimal de o, tel que

Ho) = {ll.Q | @ € QIXT)

Cn uppelle dagrd de o le degré du polyndme I,

B.2. Monlrer qie o ext do degré | 5l et sswlement 5i € ()

B.3. Moatrer que IT, est irréductible duns QLX)

B.4. Solt & Q[X] un polyndme uniiaire, iméductible daps Q]X]. Moutres que s s est une racine eomplexe de P, alora P
wnt Js polvadins minkmal de 3,

§.0.). Solant A, B € QX] doux polynimes qui possédent une rcine commune dans C Montrer que A ot [ or o6t pas
premives entes eux dans (Y.X].

5.6.2. Mantrer que les nucines de [T, dana C sont simples.

6.7.1. Mootrer que sl o € ( est un entler algibrique, slom o e Z .

§.7.2, Mowstrzy que sl o € C ot un entler alghbrique alars [l & Z{X] | { g

Indication | utiliser le théorime sdmis en introduction sine gue la guestion B GC 4

B.A.1. Soit o € C un entler algibelgue de degré 3 et de module 1. Mostrer que o et use racins de 'unith

B.A.2 Montrer que Ll eal ih pombee alghbrique de degré 3 et de module | esais n'est pas une racine de "anité
Il = Polyndme réciproqus

' palyndme snitaire de degré d = |
P=Y aX'gclx
il

eal dit riciproque of g = gy pour) <i<d
0.1.1. Montrer qu'un polyndene P € CLX | unitaire de deged d st céciproges sl st sealoment sl X9 p (A_.I_) = P

0.1.2 Soit I* € CX| un polynime unitaim niciproqe. Montner que s = € C ot use recine de /*, gloms 5 & 0 et 1 ol el
E

uns racioe de P, avec ln mime ouiltipliciid
5 o ext wn pombre alpdbrigue de polyndme minimal [l les momes compleses de 1, diflérentes de a somi appelizs les
conjuguls de o, On notern Cfa) Feemble des conjapds e 0. L'onsembls O(n) el done wide ol 6 eol ds degre |

I
8.3, Sodt r un nombsee alpdbrigue de module | ot tel que s @ (=1, 1] Mot qﬂt;ﬂtlm cofijuget de 3. En déduire que

Mg ot viciprogue.
On note § l'enasemble des nombres réels o 6] 1, +o0| qui sont ausd des entinrs alg@riques de dogrd au maing 3 of qui wérgiend

= |
‘mbhl

Solt o mm dlément de § ot mit v @ Cfa) de module 1

8.2.1. Montrér que l= polyndme minimal de 0 et réclproque s gus & Eal i conjrigid de o
8.2.2. Momtrer que 7 n'esl pes wiwe rscioe de Punit

0.2.3. Mantrer qua tous ks conjugeds de o sutre que L y—— module 1

6.3, Montrer que le dagrd ds tout dldment de 5 ot ua emlier palr, supdrieus ou dgal & 4
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