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\Cowcouns D'ACCES AU CYCLE DF PREPARATION A L'AGREGATION DE MATHEMATIQUES — SESSION JUILLET 2016},

Important

L'épreuve est constituée de deux exercices et un probléme. Le candidat est invité a
bien mentionner les références complétes de chaque question traitée.

Les candidats sont tenus a rendre deux copies séparées méme si elles sont vierges.
La premiére contenant la résolution des deux exercices et la seconde contenant celle
du probléme. Dans chacune des deux copies on indiquera les références du candidat
et le nombre d'intercalaires utilisés.

Il sera tenu compte dans l'appréciation des copies de la rigueur de votre raisonnement,
de la clarté de la rédaction et du soin apporté a la présentation de votre copie. Le
candidat peut utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties précédentes,
il veillera toutefois a mentionner la référence du résultat utilisé.

Si le candidat repére ce qu'il pense étre une erreur de l'énoncé, il le signale sur
sa copie en expliquant les raisons qui l'ont amené a le penser. Ceci ne doit pas
l'empécher de finir son épreuve et il a le choix d'adopter les rectifications qu'il
croit nécessaires ou pas.

Les calculatrices et tout matériel électronique ainsi que les documents sont interdits
lors de cette épreuve.

e

Exercice 1

Soient & = €' (|0, 1],R) I'espace vectoriel réel des fonctions numériques continues sur [0,1] et %3
I'espace vectoriel réel des fonctions numériques bornées sur [0, 1], muni de la convergence uniforme
définie pour tout f € %, par:
[fleo= sup |f 0.
xel0,1]

On désigne par £ 'espace vectoriel réel des fonctions g : [0,1] — R telles que :

g -g(y)

k(g):=  sup e

X VED L x#y

existe et est finie.
1. Montrer que si une fonction g est de classe %" sur [0,1), alors ge YL et que

k(g)= sup |g'(x)].

xe[0,1]
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\ EPREU\-"E D'ANALYSE ET PROBABILITEI -

2. Montrer que & ¢ £, puis que £ c 2.

3. Onpose pourtout g€ %, N(g) = k(g)+| g/ ... Montrer que N est une norme sur £
On note £y I'espace £ muni de la norme N et £ I'espace £ muni de la norme || [lo-
4. Montrer que I'application identité est continue de £y dans Zj .

5. Soitla suite de fonctions (f},),=1 définie par:

1
X s 0=sx=s-—
f;,(,‘t’): 1 ) 1 n
— s —<x<1
n n

(a) Soit n € N*. Montrer que f, € £ et calculer N(f,).
(b) Montrer que la suite (f},),>1 ne converge pas dans Zy.
(c) Lapplication identité est elle continue de £ | dans £ ?

(d) Les normes N et ||.|lo sont elle équivalentes ?

6. Soit (11,),=) la suite de fonctions définies par :

1
Yxel0,1],h,(x)=1/x+ ™

(a) Montrer que pourtout n€N", h,, € £.
(b) Montrer que la suite (11,,),,>) converge vers la fonction h: x — v/x dans & .

(c) Endéduire que # n'est pas fermé dans 4. Conclure.

Exercice 2

Xy
On munit .4, (R) de la norme || ||, soit [| Xl = ]m_ax |x;|, pour tout X = ( ) € .4, (R). On
=i=n
Xy
définit les normes N, N et N, sur ., (R) par:

n
NoolA) = max Y |ai |, Na(A)= Y aijl.et N(A)= max |a;;.
fsnj-=1 :

I= 1<ij<n I=i,j=n
pour toute matrice A = (a; j) € .4, (R).
On note #,,, 'ensemble des racines carrés de [, :
- 2
Rp= {RE--‘({H{R} | R = La}.
I,, désigne la matrice identité.

7. Montrer que VA€ A, (R),Vz€ Al (R) : |Az[loo < Neo(A) [ 2]l -

= ' PAGE 2 SUR § —
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\Cowcouns D'ACCES AU CYCLE DE PREPARATION A L'AGREGATION DE MATHEMATIQUES — SESSION JUILLET 20161

8. Montrer I'égalité
1Azl

max ;
z€ M, (R),z20 || 2]l og

N (A) =

9. Endéduire que N, est une norme matricielle c’est-a-dire qu'elle vérifie :
VA, Be £ (R), No(AB) < Noo(A) N (B).

10. Montrer que N, est une norme matricielle.

11. N est-elle une norme matricielle ? justifier.

12. Soit Q € 4, (R) inversible. On pose Ng(A) = Noo(Q ™' AQ) pour tout A€ 4, (R).
(a) Vérifier que Ny est une norme matricielle sur ., (R).
(b) Montrer qu'il existe une constante Cy telle que pour tout A€ ., (R) :

1
—— Noo(A) = Ng(A) = CoNeo(A).
Co

0
13. Soit p€eN, on pose S, = [:} —l]'

(a) Calculer .Sf,
(b) A est -elle une partie bornée de . #, (R) ?
(c) Z, est-elle bornée de .4, (R) pour n = 37?

(d) Pour cette question, n = 2. Montrer qu’il n’existe pas de norme || || sur.#,(R), vérifiant pour
toutes matrices A et B inversibles de .#,(R) , | AB| = | All | BI|.

La suite de I'épreuve est a rédiger séparément !

Probleme

Pour x€ R* , on pose
®]-cost
f(X] :f —Iz—e_x:df
0

14. Montrer que f est définie et continue sur [0, +oo et de classe € sur |0, +00l.
15. Déterminer les limites de f et f’ en +oc.

16. Exprimer f” sur |0, +oo[ a I'aide de fonctions usuelles et en déduire que
q

Vx>0, f'(x)=In(x) —%ln(xh 1)

e ey - PAGE 3 SUR 5 : -
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_HEPREUVE D'ANALYSE ET PROBABILITE'f

n
17. Montrer que f(0) = 2 etVx>0,

1 .
fx)=xIn(x)- Exln{x‘! + 1) —arctan (x) + g

18. Montrer que Vs € R,
2 1 —cos(st)
Is| = — —Zdt
mJo t
On considere la suite (i) ,ery- définie par

%] - (cos"
VneN*, u,,zf —{ﬂ_)dl
0

19. Justifier I'existence de la suite (1t,,) ,ery+ €t préciser la monotonie de la sous-suite (142,) yery: -
b1
20. Montrer que 1) = Uy = >

Dans la suite on considére une suite (X)) ,ery- de variables aléatoires mutuellement indépendantes,
définies sur un espace probabilisé (€2, «/,P), a valeurs dans {1, —1} et telles que, pour tout k € N,

1
PXe=1)=P(Xp==1)=3

Pour tout n € N*, on pose S,, = X; + -+ + X,,.

L'espérance d'une variable aléatoire réelle finie Z est notée E(Z) et sa variance V(Z).
21. Déterminer la loi de S,, ainsi son espérance et sa variance.
22. Montrer que |Sy,42] = [S2,411 suit la méme loi que les X;.

23. Soit S et T deux variables aléatoires réelles finies indépendantes définies sur (€2, ¢/, P). On
suppose que T et =T ont méme loi. Montrer que E(cos(S + T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

24. On considere la fonction ¢, de R dans R telle que ¢, (1) = E(cos(S,, t)) pour tout réel t. Montrer
que ¢, (1) = (cos )" pour tout entier n € N* et tout réel .

2
25. Montrer, pour tout n € N*, E(|S,1) = —1t,. (ind. on utilisera I'expression intégrale de la valeur absolue
b3

obtenue a la question 18). En déduire que, pour tout 1 € N, uz,,41 = Uz 42.

8i

n Jyery
qu'il existe un événement négligeable .7 € & tel que

converge presque siirement vers 0, c¢'est-a-dire

On se propose de démontrer que la suite {

S
YweQ\Z, sl 0

no n—oo

Pour tout n € N*, on pose

$.1" 1
U,=|— | eQ|dk=n:U, = —
i (”] et Zy {w | n:Ug(w) 27

26. Montrer que E(S,) =3n” —2n pour tout ne N*.

L
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3

27. Montrer que, pour tout n€ N, P[U,. = —,._) S
vnl o nd

28. Montrer que .Z, € @/ pour tout n € N* et que ,!im P(Z)=0.
00

- S ;
29. Enconsidérant .Z = (7] .Z,, montrer que [J converge presque sirement vers 0.
nefy* h

&
16
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