Concours National Commun - Seasion 2026 - Filitre MP

L'énonce de cette éprenve, particulidre aux candidata de la fillére MP,

comporte 4 pages. .
L'usage de tont matériel dlectronique, y compria In ealeulatrice, est interdit

Les candidats sont mformés que la qualite de la nédaction el de la présentation, la clarté
et la préaasion des misonnements constitueront des ¢léments importants pour l'appréciation des
copes Il convrent en particulier de mppeler prvcrsion les des questions abor-
ddes

St, au cours de Uéprenve, un candidat repére ce qui lut semble ¢ire une erreur d.'éﬂfmﬂ"l.
Wl le signale sur sa copre el poursut sa composifion en erphquant les raisons des initiatives qu'il
est amené & prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé d'un exercice et d'un probléme indépendants entre

Cux.

Durée : 4 heures

Exercice
(Noté 4 points sur 20)

[ =11

On considére les matrices : A = k -1 1 1 et | =

SO e
S -O
-0

. Soient u et L(deux vecteurs
= -1 -1 3 ' '
dc@ on pose Vect(u,v) le sous-espace vectoriel de R3 engendré par u et v.

l

i
[

1. On pose fy = (1,1,1) et F = {(r.y.z) ERY r+y-z2= 0}.
#_a) Détermize: deux vecteurs f et f3 de R? tels que F = Vect(fs, f3), f2 = (a,0,b) et
f3s = (0.¢,d), o0 a, b, cet dront & déterminer.
< b) Montrer que la famille (fy, f2, /3) est une base de R3. ¥

PO ok 0

WOD 'SALSITOdO MMM | INS SSIEULY S8pP snid

s 5 000
i {2 Vérifier que A2 -3A+2/ =0 D=| 0 0 0 |,lamatrice nulle. ¥
- . 000
b) En déduire que A est inversible et déterminer son inverse A~'. v/
A%
1 1 a a
3. -a) Déterminer les deux réelsaet Jtelsque: A| 1 | =a| 1 |,A| 0 | =88] 0 | et
1 1 b b
0 0
J Al ¢ | =8| c |, o0ua,becetdsontles réels trouvés dans la question 1. a).
d d
7 L) Montrer qu'il existe une matrice diagonale D et une matrice P inversible, qui sont & aster- '
. miner, telles que A = PDP™). j"
¢) Montrer, par téeurrence sur n, que pour tout entier naturel n, A™ = ppnrp-1, %
i& N )Q)" REL
Vi
g WP 2R3 oA
" ot
g «. 19
“ -
Epreuve de Mathématiques 11 Page 1/4

CPGEISTES

wadifa-info.com 8 Aayda g a8 ga (pe by Ll s

Source: www.wadifa-info.com/fr/modele-concours/3969 - Wadifa Info - page 1/4


https://www.wadifa-info.com/fr/modele-concours/3969

o
e

Concours National Commun - Seaslon 2026 — Fillére MP

Probléme_

On désigne par n un entier naturel non nul et K = R ou C. On note Mn(K) l'espace vectoriel des
matrices carrées d'ordre n A coeflicients dans K, 1, Ia matrice unité de M, (K) et Mn 1(K) désigne
I'espace vectoriel réel des matrices colonnes & n lignes. Pour une matrice M de Mn(K), on désigne
par \,,(X) = det(X1n = M) le polyndme caractéristique de A On note 'Af Ia matrice transposée

de la matvice A et TY(M) la trace de la matrice canée M. On rappelle que pour toute matrice
n

M = (mhcaycn € Ma(K), TY(M) = z myy.

On note drag(ay,...,a,) la matrice dii:g-t:nale de M, (K) qui admet pour coefficients diagonaux les
ricls ay, ..., a, dans cet ordre

On désigne par Sq(R) 'ensemble des matrices symétriques de Man(R), c'est-a-dire VS € Sp(R), 'S = §
On note S;! (R) l'ensemble des matrices S de Sy(R) telles que, VX € Mn 1 (R), ‘XSX >0.

R* désigne 'ensemble des réels positifs et R** désigne 1'ensemble des réels strictement positifs.

Le probléme traite des propriétés et des applications qui sont autour de la notion de trace.

Partic 1 : Préliminaires
1. Montrer que I'ap;tication Tr : M, (R) — R, M — Tr(M), est linéaire.

2. Soient A= (mlJ)]SIJ_(_n et N = (’hJ)lSlJSl‘l deux matrices de MH(R)

n n
a) Montrer que Tr(MN) = sz’-*"*-"
I=1 k=1
k) Mantrer que Tr(MN) = Tr(NAM).

¢) Montrer que si M et N sont semblables dans My (R) alors Tr(M) = Tr(N).

3. On considére I'ensemtile F = {.\! € M, (R): M est diagonale et Tr(M) = 0},

(0 S W

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M,(R).

b) Déterminer la dimension de F.

B

c) En déduire que, rour toute matrice inversible PP de M,(R), la dimension du R-espace
vectoricl G = PFP-! = { M€Ma(R): M=PDP 't De F}.

1
]

4. Soit A une matrice de M,(R). On considére I'application,
04 : Mp(R) = Mu(R); X — X+ (Tr(X))A

a) Vérifier que ¢4 est une application linéaire.
Soit B une matrice de M, (k). On considére I'équation matricielle ;

N\
*) o= AT A
4/ 0y

b) On suppose dans cette question que Tr(A) # -1.

NOD SALSITDID MMM :Ins sdleuuy sap shid

i) Ou suppose que M est une solution de I'équation matricielle (). Déterminer Tr(M) en

fonction de Tr(A) et de Tr(B). P ;
ii) Résoudre dsns(x\j',.(R) l'éq(uat)iun matriciellc (x). ’\l‘\Q " q> ?k\'\‘ , ,)7
iii) En déduire que ¢4 est un automorphisme d'espaces vectoriels. . § 'q;
¢) On suppose maintenant que Tr(A) — -1, Bﬁml
i) Résoudre dans M, (R), selon les valeurs de TY(B), I'équation matricielle (). U’h

1i) Montrer que ¢4 est un projecteur sur un sons-espace vectoriel Fy de M, (R) paralléle \\{"
ment & un sous-espace vectoriel Fy de M, (R), déterminer Fy et Fy. SN.,
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Partiec 2: La wvaleur absolue de Ia trace commo étant une "fonction génératrice”

Dans cette partie, on note € = M, (K). On rappelle que £ est un K-espace vectoriel de dimension n?
et que sa base canonique est (Evgh<ig<n, o0 pour tous entiers i et j tels que 1 < i, j < n, E,  désigne
la matrice de £ dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de 1a i*** ligne et la §*** colonne qui est
égal 4 1. Pour tous entiers h et &k tels que 1 € h, k < n, on désigne par 8y, le symbole de Kronecker
1 sih=k
0 sih#k
1<svikl<sn E Eg =60F).

Une application g de £ sur R* est dite semi-norme sur &, si elle vérifie :

qui est défini par §y = On rappelle que pour tous entiers naturels i, j. k, [ tels que

o VM € £, VA€ K. g(AM) == "lg{M).
o V(M. N)€E2 oM+ N) < q(M)+q(N).
On dit qu'une semi-norme ¢ sur € vérifie la propriété (P) si V(M, N) € 2, g(MN) = q(NM).

1. Soit ¢ une semi-norme sur £.

Y
») Montrer que ¢(O) = 0, o0 O est la matrice nulle, et que pour tout Al de £, g(=M) = g(M). =
b) Montrer que pour tout (M, N) de £2, [g(A) — g(N)| < g(M + N). RN ?R-
S0 gk “ o) o
¢) Montrer que pour tout (M, N) de £2, si q(N) = 0 alors g(M + N) = g(M). ‘i\“ { \ ‘\\‘"‘\ =
N - =)
o 2. On considére l'appiication f définie de £ dans R* par f(M) = | Tr(M)|. . (‘\, A\ \N %
i= Montrer que f est une semi-norme sur £ qui vérifie la propriété (P). ’ 4\\/_ :.\, f“ (é,’)
== Dans les questions 3. et 4. de cette partie, on suppose que n > 2. '\ d\‘ \ \\‘(-. S
:i 3. Soit (ay,...,an) une famille d'éléments de K et soient A et B deux matrices de £ telles que. & =
%E n n n f‘L v E
Z A= z Eld + Z E:.l et B= Zohfh,l R l,“ }‘ \/“;N. _ .-*-‘J"\ E
= 1=1 =2 h=1 " T 95 ]
= n n p } ~ P % " G)
= a) Montrer que AB = (z a,) Eia+ z a,E; ). Ny ;\,_ < v m
= 1=1 1=2 \"';'\ T~ \‘.“ ‘&‘ . w
= n n Q( L‘/ e Q H
b) Montrer que BA = z (OAZEM)- \x" '\'“\\ 2 & g " w
TN A ve o N 2
. \ NG =
4. Soit ¢ une seini-norme sur £ qui vérifie la propriété (P). 5 U
Soit M = (M, )1<iy<n un élément de £. N N

a) Montrer que pour tous entiers distincts i et j tels que 1 <i.j < n, ¢(E, ;) = 0, (on pourra
utiliser le fait que E;; = E,;E; ;).

b) En déduire que q(z_; m,-,lE,-’,) =0. \}Lf ‘\r
- n -h\‘\’ F\-b
c) Vérifier que g(M) = q(Zm.-,.E.'.-). Q‘
i=]

4) Montrer, en prenant des valeurs précises pour (ak)1<k<n qui définissent la matrice B, que
q(M) = q(BA).

e) Montrer qu'il existe un réel positif a tel que ¢ = af.

5. Dans le cas o0 n = 1, le résultat démontré ci-dessus reste-t-il valable? justifier votre réponse.
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: I Partie 3 Caractérisation d'une matrice de S, (R) par Ia notlon de trace
' O(n) désigne le groupe des mattices otthogonales de A, (R), c'est-A-dire des matrices Al de Ma(R)
werifiant 'MAM = 1,

1. On considére une matnice 8 de S, (R)

a) Soit la matrice D = diag(M\, A2, A,) telle que pour tout entier k, 1 < k < n, Ay sont
des réels positifs. Soit U = (uy5)1<iy<n une matrice de O(n).
1) Montrer que pour tous entiers ket i, 1 < ki < n, Jupy < 1.
i) Verifier que DU = (Auy,)1<iy<n-
) En déduire que TY(DU) < TY(D).
1) Soit U une matrice de O(n).
i) Montrer qu'il existe une matrice P dé O(n) et une matrice D = diag(ay, ..., an)
pour tout entier i, 1 < i < n, a, sont des réels positifs et S = PD('P).
i1) Montrer, en posamt V = (*P)UP, que SU = P(DV)('P).
1) En déduire que Tr(SU) < Tr(SY.
2. Réciproquement, soit A = (a,,)1<iy<n Une matrice de M, (R) telle que,
YU € O(n) Tr(AU) < Tr(A)
a) i) Montrer que, pour tous réels a, b, a, il existe un réel p tel que,
acosa + bsina = \/msin(o + )

ii) En déduire que, si poar tout réel a, acosa + bsina < a alors b = 0.

b) Soit B = (e, e2,...,€,) une base orthonormée de I'espace euclidien R® pour son produit
scalaire usuel. On note, pour tous entiers p et g tels que 1 < p < g < n, mp g le plan engendré
par la famille (ep,eq). On considére up 4 l'endomorphisme de R" tel que la restriction de
upq SUr mp o est la rotation du plan m, 4 d'angle a et la restriction de up g sur I'orthogonal
de mp 4 est I'application identité de 'orthogonal de mp 4.

R

I

[
i

i) Ecrire la matrice Uj 3 de u; 4 relativement a la base B ct montrer que U} 2 est unc
matrice orthogonale de M, (R).
ii) Calculer Tr(AU) 2) en fonction de ay 2, a2, (a14)1<1<n et de a.
iii) En déduire que a3 = az;.
iv) Ecrire, dans le cas général, la matrice Up 4 de up 4 relativement a la base B.

WOD 'SALSIFDdO MMM - INS seleuuy sap snid

v) Calculer, dans le cas général, Te(AUp ) en fonction de ap g, agp, (a13)1<i<n ot de a.
vi) En déduire que A est une matrice symétrique.
¢) i) Justifier qu'il existe une base orthonormée V = (v), vy, . ..,vn) de R" formée de vecteurs

propres de I'endomorphisme g canoniquement associée a la matrice A.
Pour tout entier i tel que 1 < i < n, on note 7, la valeur propre de g associée au vecteur

propre v,.
ii) Soit 5 un enticr tel que 1 € j < n. On considére 'ciidomorphisme w, de R™ défini par
w,(v;) = —v, et pour tout entier k tel que 1 < k Snet k # j, w)(1) = v Soit W)

la matrice de I'endomorphisme w; relativement a la base B.
Vérifier que W est une matrice orthogonale de M,(R) et déterwecr Tr(AW;) en

fonction de Tr(A) et de 7,. En déduire que 4, > 0. c A ‘g ’ '
27 g NEARN
AN oy €

wi“>  ENDELEPREUVE |\ AN T 77

d) En déduire que A € 8! (R). ;\?;\f\/!;/,f-j ‘\
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