Université Sidi Mohamed Ben Abdellal Année 2017/2018

Faculté des Sciences et Techniques Fes

Examen Master Mathématiques et Applications aux Calculs Scientifiques

Epreuve d’Analyse

Exercice 1: Soit f I'application définie sur B par -

2 3
N s
l{:[ly\l—T—rE_JI y
Soit l'équation f(r.y) = 7. Montrer quelle définit implicitement au voisinage de (3.2) une

fonction y = ~(x) et calculer I'équation de la droite tangente y = p(x) en r = 3.

Exercice 2 (lemme de Gronwalle) : Suppososn qu une fouction © de classe C'(1. ) ou [ est un
intervalle de . vénfie:

T (t) < a(t)z(i) -+ 5(1)

ou ¢ et b sont des fonctions continues sur / dans B ¢t z(ly) = ry pour tout t, € I.
Paosons St i) = fil a(s)ds. Montrer gne

L
r(t) < zltgjexp(iit. 1)) + f (gott. s))bls)als)ds
i

Exercice 3: Soit r un réel quelconque. soit g, : 6 — g.(#) la fonction définie sur R par la

relation
_Tcosd

g-(0) =€

1- Démontrer qu'il existe une unique suite (U, ),.>0 d applications réelles definies sur K. x — ;1)
telle que la relation ci dessous ait licu :

g2(#) = Uplz) + 2D Un(x) cos(né)

n=]

2 Bréciser la nature de la convergence de la série.

i 3- Comparer le réel U, (z) 4 la valeur de l'intégrale f“n £* ! cognt)dt.

4- Démontrer que (U,(z))?., est convergente ( -preciser la nature de la convergence).
5- Calculer Vix) = __mx=1fb_’,,lzjj2.

6- Pour quelles valeurs de 'entier n. U7, est elle paire on impaire?

7- Montrer gue pour tout n. U, € C*(R).

£ Comparer U,;J et U/, n > 1 respectivement aux fonctions U’ et L'y + 4’_',,_1._

9- On pose U_,, = U,,. montrer que U (v +y) =), - Up{ T, —plx ) {faculiatif)
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Exercice 1 Soit A la matrice

o 4 -4 é
PO I
e e sl wnf
1 -1 0 2 )
1. Montrer qu’il existe une matrice inversible P ielle que T = P~ 1AP o
1 111
1o T1l
=191l
0001

—g. 2. Soit B la matrice, B =T — I;. Calculer B?, BY et BY. En déduire le
calcul de T™ pour n = 4.
9. En déduire le calcul de A™ pour n > 4.

Exercice 2 Soit R, | X] Uespace vectoriel des polyndmes réels de degre inféricur
ou égal & m (n = 1) Pour tous P,Q € R, [X], on pose

B{P,Q]:/ 1PN (1)t et o(P) = B(P, P).

0

(Q'(t) désigne la dérivée premére de Q(1)).

1. Montrer que B est une forme biltnéaire. Est-elle syméirique 7 anti-
symélrique ¢

2. Montrer que q est une forme quadratique. La forme q est-elle définie ?

Si ce n'esi pas le cas, exhiber un vecteur isoirope non il

Caleuler la matrice de g dans la base B, = (1, X, X,

{. Pourn = 2, déterminer la signature de g. Lo forme q esi-elle positive 7
négative ?

5. Déterminer une base de Ry [X| qui soit g-orthogonale.

s
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Exercice 1. (Spts = 3pts +2 pts)
On considére le (PL) suivant :

Min z=-50x-30y
10x+6y=<45
(P)4d4x+6) =36
2x+6y £27

X, pri

1) En utilisant la méthode tabulaire du simplexe, montrer que le probléme (P) admet deux
solutions optimales ;
2) Donner trois solutions distinctes de [F).

Exercice 2. (Spts = 3pts +2 pts) Appliquer la méthode des deux phases du simplexe pour résoudre

le probléme suivant :

(Max z=6x, +3x, +4x,
sujet a
X ErereE, £330
3x, +6x,+x,-2x, 220
X, =4

(P)

X Xy X 2 U
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Epreuve : Topologie et integration
Durée : 1 heure

A) Exercice de topologie

Soit (E, d) un espace métrique et soient A et B deux parties non vides
fermées de E vérifiant d(A, B) £ 0.

d(u, A)
d(u, A +d(u,B)

Pour tout udans E on pose :  f(u) =

a) Demontrer que f est une fonction de E dans R telle que : f|4=0, f|g=1 et
pour tout u dansE, 0 = f(u) 1.
b) Démontrer qu'ona wu,ve £./11u)~ f(v)| < 4a@,v)

B) Exercice d’intégration
On note M(X, B) I’ensemble des applications numériques sur X
B-mesurables. Soit M(X, B, u ) un espace mesuré et f e M(X, B)
a) Montrer que, si f est positive, pourtoutt >0, ona

1 1
Hlf =i} E;J‘{‘,H}fﬂ’# < ;[fﬂ'ﬂ-

b) Soit (Ay), > une suite décroissante d’éléments de B telle que  1im u(4,) =0.

Montrer que si f est intégrable alors lim [f du =0 et en particulier lim J'f du=0

H— o

A, {i/] 2n}
¢) On suppose que f est positive et intégrable. Montrer que
1) ﬂlﬂ({ - H}}—'—;_’—F}U

i) Ve>0,35>0 VAeB udA)<s- [ fdu<e.
A
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