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rédaction et a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notarion. [l

convient en particulier de rappeler avec précision les des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, i
le signale sur sa copie et poursuit sa com position en expliquant les raisons des initiatives qu'il
€st amené A prendre,

Remarques générales :
L'épreuve se compose de trois problémes indépendants.

PROBLEME I
$44

Remarques :
Ce probléme se compose de trois parties indépendantes.

1** partie

2 1 0

On considere la matrice A= [1 0 2] et Fendomorphisme f de B3 représenté par la matrice
0 21

Arelativement 2 la base canonique de RS.

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Montrer que les valeurs propres de A sont 3,-v3et V3.

3. Déterminer une base de B3 formée de vecteurs propres de f,
Justifier que cette base est orthogonale puuﬂq produit scalaire canonique de k2,

4. Exprimer A" en fonction de n.

X
5. On considere ici 'application q:R—R, (x)2)— "XAX ot X = ¥
F

3.a. Justifier que g est une forme quadratique et exprimer q((x, y, z)) en fonction de x, ¥ %,
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5.b. Laforme Quadratique g est-elje de signe constant ou change de signe? Justifier votre

réponse,

On note [l 400l - R I'application définie par :
"u".rE]l,+m1,f[x]= 1
1. Etudier Jes variations de f,

2. Montrer, pour tout entier  te] quek=3:

xIn(x)

k
fucmj; S @dxs -y

n
Pour tout n e N te] que 7=2, on note §,, = 2 fl
k=2

3. 3.a Montrer, pour tour nEMtelque n=2-

1

n

3.b. En déduire, pour tout neNtel que > 2 -

In(In(n)) ~In (n(2) < Sa<In(n () =In(In(2)) +

3.c. Etablir-
Sp~In(ln(n))

Pour tout e g que n =2, on note

1

ninin)

1
2In(2)

Un=Sp~In(n(n + Netvy=§, =In(lnny)

4. En utilisant e résultat de | question 2., montrer
adjacentes, On note £leur limite Ccommune,
5. 5.a. Montrer, pour tout 5 ¢ Mtelque n=2-:

1
< = —
0=y, gsnln(n]

5.b. En déduire une valeur approchée de ¢ 3 19-2 pres.
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3%me hartie

Dans cette partie, X est une variable aléatoire suivant la loi geéomeétrique de paramétre P,
P€10;1[ etY est une variable aléatoire suivant laloi exponentielle de paramétre A, A e 10; +oa.

Onnoteg=1-p.

On suppose que X et Y sont indépendantes, c’est 4 dire :
YEkeN", Viel0;+ool, PX=knYs< N=PX=KkP(Y<i)
1. Rappeler une densité de Y ainsi que son espérance et sa variance,

2. On définit la variable aléatoire 7 parZ = %

+ o0
2.a, Montrer: Vte[0;+oof, PZ=z0)=) PX=KP(Y =tk
k=1
pe““
2.b. En déduire - ViE[Di+ol, PZaif=-Ffs

;o qE—M‘
2.c. Montrer que la variable aléatoire 7 admet une densité et déterminer une densité de Z.

PROBLEME II

+44

Dans tout ce probléme n désigne un entier naturel non nul et [l = n,nl] désigne les entiers
relatifs de —n & n. On notera par (}) le nombre de combinaison de k parmi n, soit (0 = mia

1 partie

1. On définit

l.a. Montrer que

4 £ - £
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1.b. Montrer que

1(2n
=22n“1 o

2. on définit la suite (up) par :

1]

|

Up 1
{ 5 * 2p+1 5
Pl 2p+2 P
2.a. Montrer, que , pour tout p entier naturel non nul, up < = D8
vZp+1

2.b. Détermier limp . 4oolip-
| (D)
2.c. Montrer, que , pour tout p entier naturel non nul, up = 5-2-5.

2%™€ partie

3. On étudie les variations, en unité, du nombre d'abonné d'un opérateur Telecom. On
convient qu'une unité est de 100 abonnés.
On suppose que les variations mensuel sont indépendantes les unes des autres. On convient
de noter 0 le nombre correspondant au mois j = 0 début de l'observation, et on suppose
que, chaque mois, le nombre d’abonné monte d’'une unité (+1) avec une probabilité p
(0 < p < 1) ou descend d'une unité (-1) avec la probabilité g =1-p.
On note Xz, le nombre d’abonnés constaté le 2n'*™¢ mois suivant le début de I'observation.

Par exemple, si 7= 3 et que le nombre d’abonné a baissé les deux premiers mois et monté
les autres mois,onaXg=-1-1+1+1+1+1=+2.

3.a. Quelles sont les valeurs prises par Xg? Plus généralement, quelles sont les valeurs
prises par Xap,?

3.h. On note Y, le nombre de mois (durant les 2n mois d’observation) ot le nombre
d’abonné a monté, et Z;, le nombre de ceux o il a baissé.
Quelles sont les lois de probabilité de Yapet Zz, ? Donner leurs espérances.

3.c. Quelles relations lient, d'une part n,Yznet Zz,, et d'autre part Xzp, Y2pet Zont
En déduire une expression de Xz, en fonction de Yzet de n.
Quelle est I'espérance de Xz, ? Que vaut-elle si p=1/27

Montrer que les valeurs de Xz,sont {2k, k € [| = n, nll}. (i.e. les valeurs paires de —2n a
2n)

Montrer que Vke[|-n,nll, pXon,=2k) = {::k] pitkghtk
3.d. On suppose, dans cette question que p = 1/2 et on note pp la probabilité que le
nombre d'abonné ait mmEl’tIé ou soit resté stable a I'issue de 2n mois d'observation.

Montrer que: py = - + ﬁ Que valent p1, pa, pa?
Que se passe-t-il quand n devient grand ?
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PROBLEME III

$44

1** partie

Soient @ un réel strictement positif et X une va de loi uniforme sur [0;2a]. Soit n € M*,

On considére un n-échantillon (X;,... ,Xn) indépendant et identiquement distribué de méme
loi que X.

1. OnposeM, = max(Xy,...,X,).
l.a. Déterminer laloi de M, et calculer son espérance et sa variance.
1.b. En déduire que U, = ZXIM,, est un estimateur sans biais de a.

2. OnposeV, = E‘J'—nﬂ est aussi est un estimateur sans biais de a.

3. Entre U, et V,, quel estimateur choisir?

28me hartie

On note, pour tout n € NV0, 1}:1n = f"® 1 dt, T = f) b d2.Kn = It =X 1

1. Montrer que pour tout 1 € N\{0, 1} les intégrales I,J, K, sont convergentes.
Quelle relation y a-t-il entre I,, ] 5, K, 2

2. OnnoteL= fj 1= dt

2.a. Montrer:lim,_ . ,J,-L=0
2.b. endéduire quelim;_...J,=1n2

3. Monter que pour tout n € N{0, 1} : 0 Kp < ;" 4 dt
4. endéduire que lim,_, . K, =0

5. Conclure sur limp—.. 1,

et _
FIN DE L'EPREUVE
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