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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la
rédaction et a la présentation des copies seront des éléments pris en compte dans la notation. Il
convient en particulier de rappeler avec précision les| références | des questions abordées.

Si. au cours de |'épreuve, un candidat repére ce qui peut lui sembler étre une erreur d'énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il
est amené i prendre.

Remarques générales :
L'épreuve se compose de quatres exercices indépendants,

EXERCICE 1

o
On considére les matrices suivantes
1 -1 1 a1 -1 1 1 -1 1 1 =2
A=) -2 - £ B = oo o B | | 2 et P=| 2 1 1
-2 =3 4 g 0 0 0 o 1 0 -1 1

1. Montrer que la matrice P est inversible et calculer la matrice inverse P~
- 2 a 4 - . - ' s w - S
2. Calculer B? puis B* . En déduire B si k est un entier supérieur ou égal 3.

3. Calculer [+ B. Déterminer, en utilisant la formule du binéme de Newton, l'expression de T"
en fonction de n, B et B2,
En déduire 'expression de T" en fonction de n uniguement.

4. Montrerque P-1L.TP=A
3. Donner |'expression de A" en fonction de n, P, P~ lerT",

6. Pour tout entier naturel n, calculer les coefficients de la matrice A" en fonction de n

uniquement.

¥ On considére trois suites {ay) (b,) et (¢;) défnies par des conditions inivales ay, by, o et
parites relations
Tns] = Ay — by +Tp
WrE M, by =—-2a,-2b,+3c,
Cpt+l =20, —3b,+4cy,

iy
On introduit la matrice X, = | by,

o

8. Reconnaitre, pour tout entier naturel n, le produit AX,,.
En déduire l'expression de X, en fonction des matrices A", X et de U'entier naturel 1.
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9. En déduire I'expression des suites a,,, by et ¢, en fonction de n uniquement dans le cas ol
g =2, JI_F[;. = =3, et g = 4.

EXERCICE 2

S
On pose pour tout entier naturel 2 :
" k - .
(=1} 2 2
Wy = Z e
k=0 k+3 3 3

On se propose d'étudier la limite L de u,, lorsque n — +co.
Pour tout entier naturel n on pose :
J'TI:_'lr P \.ﬁ

{ = —) = si0 = 3 —]
fpln) l+rJ i sid<r=1, fpi0)=0

I
1
gt 1,= fultide.
0

1. Montrer que pour tout entier naturel p, la fonction f, est continue sur [0, 1] et que l'intégrale

IJ_J existe.

2. Montrer que pour tout { de [0, 1] et pour tout entier # :

1 [ ] |r.u—I
_:Z[_l}ﬂ:!i_'_t_l)rr-ri_
1+t o 1+t
3. Déduire de ce qui précéde que I'on a pour tout entier n : .

| predel

l' -
f dt=u,+R, 00 R, = (-1)"*" f —_—dt
o 1+t

Jo 1+t

—
=™

4, Démontrer que pour tout entier 1:
1 g énl i
0= —dr =<
g 1+t n+2

Lopn
L:[ —dr
Jop L4+

5. Conclure quel'on a:
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EXERCICE 3

bt

Une agence Telecom propose a ses clients les deux formules d'abonnemnt suivantes :

& La formule abonnement Classigue notée C. Le forfait comprend 5h de communication et
une connexion 3G avec un engagement de douze mois.

& La formule abonnement Fidélité notée F. Le forfait comprend un téléphone dernier modele
a moitié prix, 5h de communication et une connexion 3G avec un engagement de vingt quatres
maois.

30% des clients de I'agence choisissent la formule C et 70% la formule F.

Parmi les clients ayant choisi la formule C, 80% choisissent de paver leurs factures par virement
automatique et 20% préféerent payer leurs factures en espéces a I'agence.

Parmi ceux avant choisi la formule F, 40% payent leurs factures par virement automatique et

60% a 'agence.
1. Un client se présente a I'agence.

l.a. Calculer la probabilité qu'il choisisse un pavement & I'agence en formule F.
1.h. Calculer la probabilité qu’il choisisse un payement a l'agence.
l.c. Il demande un payement & I'agence. Calculer la probabilité qu'il choisisse la formule

E:

2. Deux clients se présentent & l'agence.
On note X le nombre de ces deux clients qui choisissent la formule F et Y le nombre des
deux clients qui choisissent un payement a I'agence.

2.a. Pour tout { et tout j € [0, 1,2} présenter la décomposition des evénements
(X =inY = j), dans un tableau a double entrée.
{on pourra coder CFy plutdt que € nFy)

2.b. Donner la loi du couple (X,Y), c'est & dire,donner les probabilité p(X =inY = j) pour
tout i et tout j € [0,1,2}. On pourra recopier et remplir le tableau a double entrée

suivant :

B lolal2

2.¢. Calculer la probabilité que I'un au moins de ces deux clients choisisse un payement a

I'agence en formule F.
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EXERCICE 4

44

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.

— : - — nx™ !l sixe0:1]
1. Soit f;; la fonction définie par: f; (x) = ;
0 sinon

Mantrer que [, est une densité de probabilité.

2. On considére une variable aléatoire X, réelle dont une densité de probabilité est f,. On dit
alors que X,; suit une loi mondme d'ordre n.

2.a. Reconnaitre laloi de X;.
2.b. Dans le cas o n est supérieur ou égal a 2, déterminer la fonction de répartition F,, de
X, ainsi que son espérance E (X, ) et sa variance V (X;).

3. On considére deux variables aléatoires Y,, et 7, définies sur le méme espace probabilisé
(02,4, P), suivant la loi monéme d'ordre n (12 2) et indépendantes, c'est-a-dire qu’elles

vérifient en particulier I'égalité suivante .
YxeR, PY,sxnZ,=sx)=P¥,sx)P(Z,=x)

On pose M, = sup(Y,.Z,) et on admet que M, est une variable aléatoire définie, elle aussi,
sur (£2, &7, P).

3.a. Pour tout réel x, écrire, en justifiant la réponse, I'événement (M, = x) a l'aide des
événements (Y, € x) et (Z, = x). '

3.b. En déduire une densité de M,,. Vérifier que M, suit une loi monome dont on donnera
I'ordre, puis déterminer sans calcul E{M ).

3.c. OnposeT, =inf(Y,, Z,). Exprimer My, + T,; en fonction de Y,, et Z,,, puis en déduire,

sans calcul d'intégrale, la valeur de E(T ]

44

FIN DEL EPREUVE
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