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Instructions générales :

Cet énoncé comporte 4 pages de texte.
Livres et notes de cours ne sont pas autorisés.

Les parties Algebre et Analyse doivent étre rédigées sur deux feuilles séparées.
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Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il est amené a prendre.

5. Les candidats sont invités a porter une attention particuliere a la rédaction : les
copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées.
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1 Algebre

Soit A € M,,(R) une matrice positive (i.e. tous les éléments de cette matrice sont positives).
Dans les questions 1. et 2. on suppose, en outre, que A satisfait a la condition suivante :

r = p(A) est 'unique valeur propre de A de module égal a r et Ker(rl,, — A) est

une droite vectorielle engendrée par un vecteur v. Pour chaque choix de v, il
existe un unique vecteur w € R" tel que :

w>0 , wA=rwl e wlv=1

On admet aussi que tout matrice carrée strictement positive satisfait a cette condition.

1. On pose L = vwT.
i. Montrer que L est indépendante du choix de v.
ii. Montrer que L est strictement positive et de rang 1.
iii. Montrer que I'endomorphisme L :  — Lz de C" est la projection sur la droite
vectorielle C.v parallelement & U'hyperplan H = {z € C" : w'z = 0}.

2. i. Montrer que H est stable par A et que si x est un vecteur non nul de H tel que
Az = pzx (p € C) alors |u| < r.
ii. En déduire que dans une base convenable B de C", 'endomorphisme z — Az a
une matrice A’ de la forme

M

avec M € M,_1(C) et p(M) <.
Vérifier que 7 est racine simple du polynéme caractéristique P4(X) de A.

k

!

iii. Calculer L/ = klim (— et décrire géométriquement I'endomorphisme dont la
—+00 T

matrice dans la base B de C" est L.

A
iv. En déduire que L = klim (—) et qu'il existe ky € N* tel que pour tout k > kg
c—to0 \ T

on ait AF > (.
3. Dans cette question A est une matrice carrée positive quelconque.
T sz 1
i. Soit € > 0. On pose J = | : ] e ML(R) et Ale) = A+el.
1 sep A
Montrer que la fonction f : ¢ +— p(A(g)) est croissante sur |0, +oo] et que
[ = EEI?+ f(e) = p(A). (Indication : Montrer que si 0 < A < B alors

y 1/k
o 1A% ™)

ii. Montrer que f(e) = p(A(g)) est une valeur propre de A(e) et qu'il existe un
unique vecteur propre, noté x (), associé a cette valeur propre et appartenant a
I'ensemble : K = {:r = (&1 o mn)F €RY 2 220, 30 Ti= 1} .

iti. En déduire qu’il existe x € K tel que Az = [x. Comparer [ et p(A).

45, < |25, et on rappelle ue p(4) =
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2 Analyse
Les deux parties sont indépendantes.
Partie 1

On considere la fonction indéfiniment dérivable ¢ définie par :

o(z) = 11_3: vz € [0,1].

1. Pour tout réel z de [0, 1] et tout entier naturel n, établir I'égalité :

o) = Z gy

4"n)
2. Pour tout réel x de [0, 1] et tout entier naturel n, justifier 'égalité suivante :

L k T n
'”(T) — E 2k Tk & (T B t) '”(n+1}(t) dt
e 2 4k~ B nl '

3. a. Pour tout entier naturel n, prouver 'inégalité :

n+1 n+1
“2n+2 S 4 g

b. Pour tout couple (£, z) de réels tel que 0 <t < x < 1, vérifier les inégalités :

r—t
< .
S1¢S

c. En déduire que, pour tout réel x de [0, 1], on a :

i

T ()T
lim / Qgﬁ(nﬂ)(ﬂ dt = 0.
i n!

n—-+4oo

4. Pour tout réel = de [0, 1], démontrer I'égalité :

+00
T
l-z k=0 4
Partie 11

On considere dans cette partie une suite réelle (ay)ren telle que, pour tout réel z de [0, 1],
la série de terme général a,z* converge. Pour tout réel z de [0, 1], on note
flzl = Z::; apz® et I'on suppose que :

lim (V1-—zf(z)) = /7.

r—1-
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1. a. Pour tout entier naturel p, montrer que

T
lim ( 1-— TZa :r(’”’l”‘) =
r—1- P —|—
b. Pour tout entier naturel p, justifier la convergence de l'intégrale

+oo c—(p—f—l)t
/ dr,
0 \/?T

et, en utilisant le changement de variable u = 1/2(p + 1), calculer sa valeur.

(On rappelle la valeur de 'intégrale de Gauss ﬁ Jo7 e v du = ).
c. En déduire I'égalité :

—(p+1)t

“+oo
lim \/l—TZakT(p+1)k =f E dt.
0 Vit

r—1"

2. Montrer que, pour toute application polynomiale réelle O, on a :

+00 -
lim (mZa;ﬁ: (z )=/ﬂ 7@( _t)

Tz—1~

3. Soit h la fonction définie, pour tout réel = de [0, 1], par

h(z) = { |

]

+00
a. Justifier la convergence de l'intégrale généralisée /
0

%
)
Ah(

\Il—‘

six €0,
‘SITEH

L =]

=t

h(e™") dt et donner sa

valeur.
b. Soit  un réel de [0, 1[. En déterminant la valeur de h(z
justifier la convergence de la série de terme général a,x

pom k assez grand,
.
4. On admet 'égalité :

+o0 " " +oo -
lim l-z) gz h(:r)) = —h( Y dt.
: (T b7

r—1-

a1 . ~1 5 ' 5 5
En utilisant ce résultat pour x = e, en déduire que, lorsque I'entier naturel n tend
vers I'infini, )" o ax est equivalent a 24/n.
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