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CONCOURS D’ACCES EN DEUXIEME ANNEE
DU CYCLE D’INGENIEURS D’ETAT
11-07-2002

Epreuve de MATHEMATIQUES
(Durée : 3Heures)

Avertissement :

- Les 4 exercices doivent étre traités sur des feuilles séparées.

- Il sera tenu compte dans Uappréciation des copies de la concision et de la
précision de la rédaction. On pourra admettre les résultats d'une question

pour traiter les suivantes.
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Exercice 1
Soit { X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles de carré intégrable et de méme espérance

m telle que : Yo > 1, Vp > 1, Var(X,, + + X,4,-1) < Kp” ol K est une constante strictement

positive et on 0 < v < 1. On se propose de démontrer que
5 l \I'-
= X, y ™ yresque surement et en movenne guadratique.
" S x__I 3, 8 I | | |
1=

1) a) Montrer que 'on peut supposer m = ().
# ' i . * '|-1.|'.
b) On suppose dorénavant que m = (. Etablir directement que » ) en moyenne

quadratique, lorsque n — +oc

¢) On se donne un entier k > 1/(2 — ). Montrer que

2 r
' ! /
i - )
En déduire que —£ » 0, presque siirement, lorsque p — +oc,

I[ I

» '\'I |.‘1\|\ e
2) On pose pour p> 1, Y, = max ( : ! )

a) Montrer que E();) < — [i,“ F1)* - pf

b) En déduire que Y, — 0, p. s., lorsque p — +oc.

3) On pose p(n) 'entier qui vérifie p(n)* < n < (p(n) + 1)

a) Montrer que

L‘- '..‘l_ul n - . .
: » U presque surement, lorsque n — +ocC.
n n

b) En déduire que — converge presque siirement vers (0, lorsque n — +x
rl

Exercice 2
Soient (E,< .,. >g), (F,< >p) des espaces de Hilbert réels, de dimension infinie,

séparables. Soit (&,),>) (resp. (fu)u>1) une famille orthonormale de E (resp. F). Pour tout

w € F, tout v € F, on définit ¢ 2 U E y ! par : (v ® ullx) < I,u >g v pour tout

E. On note L(E, F) I'espace vectoriel des applications linéaires continues sur E et, pour
X L T':I| F " . -
A€ L(E,F), |[A]] = sup{ = ; x € E, 7 # 0} la norme naturelle de C(E, F)
[ 1) £
1) a) Démontrer que v ® u € L(E, F') et calculer sa norme.
b) Décrivez Im(v @ u) et Ker(v ® u). Déterminer (v @ u)*, ladjoint de v & u

¢c)Siu € E,up€ E, vy, € F, vy € F, vérifier que (v, @uy)o(ua®wa) = (v, Dua) oy Dug)
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2) 201t (A, lp>1 UNE Suite de reels bornee. On pose pour tout x € F

Démontrer qu'on définit ainst A € C(E, F). Caleuler || All. Déterminer A*

3) On suppose que A U pour tout

3} Démontrer que 4 est ]]I_Ti" tive si et seulement si (¢ ] est une base hilbertienne de E'

h} Démontrer que Im(A) est partout dense dans F' s1 et seulement s (fn) st une base
hilbertienne de F

4) On suppose t]H”I| existe o et [ réels tels que 0 < o - kel <8 pour tout n. A quelle(s)

1'l>lit|'lllnrl|:“'l A ! existe-t-il, avec A-! € L‘II.J’": ? Détermine l

Exercice 3

ro .
I qui vaut 1 sur |'.I. - | et 1l s 01, Soit
' R 4 ¢

Soit f la fonction périodique de période

n f i N
y \ 2 ¢ 2irmt Zixm. . :
Ol ¥y [ f(t)e dt ) €*™™* la somme partielle de la série de Fourier au rang n
m n Wi d
associée a la fonction f, au point r

1) Vérifier que

, s+l
w S | / |J',:|‘Irf.I , ,f],_l_.’l'.‘lr
/ S
. , s b sin(2n + 1)t
ol D, est le noyau de Dirichlet | D, (1) = |
\ sin xt
2) Montrer qu'il existe K, € R", tel que Vr € |- ‘ L
" [ " I,
“\“;II"- / ]r_)I,IIJ )l
[ - n
3) Montrer qu'il existe K, € IR*. tel que ¥z € | " :
" sin(2n + 1)mi J
! D, (t)dt / I -
1 I mi

4) Montrer que, pour n > 2, la fonction g,,(z)

b X4 _ 1
absolu sur |0, —| au point z = ——— et que la valeur de ce maximum ne dépend pas de n
i1 2n 4+ 1

dt atteint son maximum

Montrer que la suite S, ( ] ) est convergente et que sa limite est strictement supérieur a 1

En déduire que la convergence de S, (z) vers f(z) n’est uniforme sur aucun voisinage de
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Exercice 4

Soit J ¢ C*IR Y R) tel que f(a y +00 gquand ||z 3 40X désigne la norme
euclidienne sur R"

1) Montrer qu'il existe B > 0 tel que f(z) > f(xy) pour tout x ¢ Bg, avec By
{re IR .2 lzll < R}

2) Montrer qu'il existe My > 0 tel que | < H(zx)y,y > Vi |lyll® pour tout y € R™ et
tout 2 € Bray (< > désigne le produit scalaire euclidien, H(x) est la matrice hessienne d
[ au point r et R est donné a la question

3) On suppose z,, conntt (n € IN). On pose w, Vflx,) ou V[flxz,) désigne le gradient

de f en z,. Siw, 0, on pose T, r,. Siw, # 0, montrer quil existe 7 > 0 tel que
iy 4+ pwy) < flx, + pwy) pour tout p > 0. On chotsit alors un p,, > 0 tel que f(r, + pawn)
flza + pwy,) pour tout p > 0 et on pose T,y i+ Pl

(Un ¢ |_':a']"lr"[1‘, fl;lrl-. les qu stions suivantes, la suite (a 2 Inen 81181 construite

‘l.] Montrer que [aves R et _'11'_ donnés aux quUestions prec dentes)
{a) La suite [ flx,)),ep €5t une suite convergente,

€ By pour tout n € IN,

(€) flzn + pun) < f(Tn) = pllwa]|” + =p" M, ||wn||” pour tout p € |0,

— avec M = sup(M;, M,), My =supi||V f(z)|l : x € B}

5) Montrer que V f(x,) » 0 (quand n = +00) et qu'il existe une sous suite (ng)een tell

que x,, — 7 quand k — +o0 et Vf(z) = 0.
6) On suppose iili.i! existe un unique T € IR™ tel que V(i ). Montrer que f(i F(r)
N
pour tout r € R” et que z, » T quand n - 400.
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