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CONCOURS D’ACCES EN PREMIERE ANNEE
DU CYCLE D’INGENIEURS D’ETAT
26-06-2002

Epreuve de MATHEMATIQUES
(Durée : 3Heures)

Avertissement :
Il sera tenu compte dans l'appréciation des copies de la concision et de la

précision de la rédaction. On pourra admettre les résultats d'une question pour

traiter les suivantes.
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Exercice 1
e e S oy e bRy
On considére I'intégrale généralisée j
[
I)
1) Etudier la convergence de cette intégrale pour les valeurs de a appartenant  l'intervalle
11, +o0].

dt, ol  est un réel strictement positif.

o

2) Prouver la convergence de I'integrale lorsque I'on a @ €]0,1] (on pourra utiliser une
intégration par parties pour 1'étude au voisinage de I'infini).
3) Etablir, pour n € IN*, 'encadrement

2 | rin+l)x sint | )
—— < dt| <
(n+1)*7¢ InT = oo
e ST i asiie [+ |sint| . .
Qu’en déduit-on sur la convergence de l'intégrale [ — | i
0 te
IT)
. —TA r BT * i Mg sint
1) Soit x € [0, +o0|. Prouver la convergence de l'intégrale / exp (—zt)——dt. On note
Jo

F(z) la valeur de cette intégrale. Dans la suite, on envisagera F(z) comme la somme de

la série de terme général

rintl)s ..\”l‘f

UalZ) = f expl—xt)- : dt.

2) a) Soit a €]0,+oc[. Etudier la convegence normale de la série ) u,, sur l'intervalle
n=0
|a. +0oo|
00

b) Etudier la convegence normale de la série ) u,

i

sur l'intervalle J0, +oc|.

n=l{)
3) a) Pour n € IN® et x €]0, +oc], établir I'inégalité | 5 we(z)| < |ua(z)]
k=n+l
o0
b) Montrer que la série de fonctions ¥ u, converge uniformément sur [0, +oc.

¢) Enoncer précisément un théoréme prouvant la continuité de F sur [0, +o¢[ et mon-
trer que l'on a

lim F(x) =0.

£ 20

4) Démontrer que F est dérivable sur |0, +oc], et donner une expression simple de F' sur
cet intervalle.

5) Déduire des résultats précédents une expression de F(z) et la valeur de l'intégrale
[t sint r+o0 gin ¢
/U :

dt. Que vaut /
Tist - 14
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Exercice 2

Soit E' un espace vectoriel sur €. On note id I'application identique de E. Pour tout
endomorphisme f de E, on note f’ = id et pour tout k € IN, f+! = %o f.
Soit p un entier strictement positif. On dit que [ est cyclique d’ordre p sil existe un

élément r, de E vérifiant les trois conditions :

(1) fP(zg) = =y,

(#2) la famille (2o, f(zo),..., fP~(xo)) est génératrice de E
(1#1) f*(zq) est distinct de zy pour tout k € [1,p[NIN.

La famille (zq, f(xo),..., fP"'(zg)) est alors appelée un cycle de f

I) Dans cette partie, E est de dimension 3, et B = (ey, €5, €3) est une base de E
On considére 'endomorphisme f de E défini par

fler) =e1+e—2e;; fleg) = 2e, + e, — e, : fles) = 2e; + 2¢e, — 3e,

ra.a , o9 \ 3 i '

1) Vérifier que (ey, f(e1), f(€1)) est une base de E et donner la matrice de f relativement
a cette base,

2) Montrer que f est cyclique d’ordre 4 et que (ey, f(ey), f2(e1), fi(e1)) est un cycle de f.

3) Calculer f* et déduire sans calcul supplémentaire que f est diagonalisable.
4) Déterminer une base de E formée de vecteurs propres de ; 2

IT) Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur € de dimension n. et on considére un

endomorphisme f de E cyclique d’ordre p. Soit (zg, f(zo). .. , f7"Hzp)) un cycle de f.

1) Montrer que n < p.
2) Montrer que f? = id et déduire que f est bijective.

3) On note m le plus grand des entiers k tels que (zq, f(zy). ..., f<'(zo) ) est libre.
a) Montrer que Yk € IN, f*(zg) est combinaison linéaire de zg, f(zo), ..., Jo Y xy).
b) En déduire que m = n et que la famille (zy, f(zy), ..., ™ Yz)) est une base de E.
4) On note ag, ay, ..., Gp—1 les nombres complexes tels que
S r ; en—1
)' 1'1J-|_|(| = Cpdgp T L'.if[_l’..]] T oo Ty l.,"-t | Lo)

a) Montrer que f" = agid +a,f + ...+ ap_ f*".

b) Déterminer la matrice de f relativement & la base (zq, f(zg),..., f" "))

c¢) Montrer que YA € €, rg(f — Xid) > n— 1.
En déduire les dimensions des sous espaces propres de f.
5) On suppose que f est cyclique d’ordre n et on considere (zq, f(zo),-. ., F**(zq)) un
cycle de f.

a) Montrer que si A est une valeur propre de f alors A" = 1.

b) Déterminer la matrice de f relativement a la base (zq, f(zo),..., f* ' (z)).

¢) Montrer que f est diagonalisable et donner une base de E formée de vecteurs

propres de f.
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