Concours d'entrée a ['Ecole Nationale de ['Inqustrie Minerale
Juillet 2013

EPREUVE D'ANALYSE

FROBLEME 1

On considére 'application

———lm:l +a) siz>0

1 siz=1)

J 3 [Bi+oo[— R, x-—-_.l‘[::}={

Partie I ; Etude de 'application f

1}  Montrer que f est continue sur [0; 4o,
2)  On considére 'application
A |4+o[=R, z— A4 . -
! [ A{z)= o ~n(1 +:a):

Alz)

a)} Montrer que f est de classe (! sur |0; +oo] et que, pour tout = €]0; +oof, f'(z) =

1
+ b) Montrer que f' admet ~75 tomme limite en 0 & droits.

¢) Démontrer que f est de classe G sur [0: +o0| et préciser f(0).
d) Dresser le tableau de variation de A.
En déduire que f est strictement décroissante sur [0; +oal.
e) Déterminer la limite de f en <00,
3) On considére application

& ., 3, _ A 42g
{G!"H:ﬂ{ R, EHE{I:]_'_{_I;_';F+EIE|:1+I]
a) Montrer que f est deux fois dérivable sur |0; +-00], et que, pour tout = €]0; +o0|
f"[::r, = ﬂ:ﬂ_}

=
b) Dresser le tableau de_variation de B.
En déduire que f est convexe sur |0; +oo].

4) Tracer 'allure de la courbe représentative de f,
Partie IT : Un développement en série

1) Montrer, pour tout N € N et tout ¢ & {0:1] :

e 5
1 ZZ{'_l}kth_i_ {'_1JH+]EH+*
k=0

1 +¢ 1+1
2) En déduire, pour tout NV € N et tout = € [0;1] :

N
; "1}1:1.5:1"1
In(l 4+ z) = {——-—
) E k+1 Fnle),
ou on a noté Jy(z) P s
\ é T) =
N j; T+¢ dt .
_ N
3) Etablir, pour tout NV € N et tout £ € [0;1] 1 |JIn(z)| € e !
N+2
. 1 . =1_n
4}  En déduire que, pour tout = € [0; 1], la série E il—}"‘j— converge et que :
T
na2l
T =1
!n[1+z}ﬁzt P
n
=]
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Partie III : Egalité d'une intégrale et d'une somme de série

1) Montrer, en utilisant le résultat de IL.3., pour tout N € N et tout z € [0; 1]

i N N1
ki [—'1:Ik$k g +
[ E k+1 |SN+2
|f_]_ n-1 i oo e
2) Mont la sé ; =
) ontrer que la série E converge et que jﬂ Hz)dz Z —
ngl ne=l
3) Montrer, pour tout N € N* :
' IN+1 N
; Eu {2P+ 1)? Z ‘ 4p?
2§1 1]“' N
> S - Lar L

4) On admet que Z e % Montrer : f flz)dz = E-

ot 5
Partie IV : Recherche d’extremum pour une fonction réelle de deux variables réellas

On note F' :]0;4+00[— R, z+— F(z)= _/‘t f(t)de

o
et G :]0;+oo—+R, (z,y) ~ G(z,y) = Flzy) - F(z) - F(y)
1) Montrer que G est de classe C? sur |0; +ool2.
Exprimer, pour tout (z,y) €]0; +cof?, les dérivées partielles premigres et secondes de G en
(z,v) en fonction de z, y, f(2), f(y), f(zv), /'(z), f'(¥), F'(zv).
2) Etablir que & admet (1,1) comme unique point critique.
3) -Est-ce que G admet un extremum loeal 7
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