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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats du concours TSI,
comporte 4 pages. .
I'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d"une question non résolue s'ils l'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références |des questions abordées.

Notations et définitions

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On note M, (K) l'algebre des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans K (K = R ou C) ; la matrice identité de M, (K) est notée I,.

Soit (Aj)rerr une suite d’éléments de M, (K) avec A, = (af—;—"}} pour tout £ € N; on dit que
cette suite de matrices converge vers la matrice B = (b;;} si pour tout couple (i, j) d’éléments de
{1,...,n}, lasuite (r:.f-f'j Jreri, d’éléments de K , converge vers b;;.

On désigne enfin par K, 'ensemble des matrices A = (a;;) dont tous les coefficients sont positifs
ou nuls et vérifient ;

n

Yie{l,...,n} Zu.;j =1,

g=1

1% Partie
Un exemple et quelques résultats généraux
1. Le cas de la dimension 2.
Soit A = (a;;) € M3(R). Onpose a = ay; et b = ay.

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur a,,, as,, a et b pour que A soit dans K,.

(b) Dans cette question et la suivante, onsuppose que A € K, et que a—b # 1 ; déterminer les
valeurs propres de A ainsi que les sous-espaces propres associés. A est elle diagonalisable
dans M (R) ? Si oui, la diagonaliser.

(c) Etdier alors la convergence et calculer la limite éventuelle de la suite (A”) ¢p.

2. Quelques résultats généraux

(a) Montrer que si A et B sont des éléments de X, alors AB aussi.
(b) Montrer que si une suite (A;).cr d'éléments de K, converge vers une matrice B alors

BeK,.
(c) Soit A = (a,;) un élément de K, ; on suppose que A est en plus une matrice orthogonale.
e Montrer que pour tout (i, j) € {1,... ,n}? a;; =0oua;; = 1.
e Montrer que chaque ligne de A contient un seul élément non nul. Quelle est sa valeur ?
e On note q,;, I'unique élément non nul de la ligne ¢, i € {I,....n}. Montrer que
I"application ¢ : i — j; est une bijection de l'ensemble {1,....n} sur lui méme et
conclure que A représente la matrice de passage de la base (¢,(y),... ,€,(,)) de R" a sa
base canonique.
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(d) Soit r un entler naturel 2 ; montrer par récurrence que si zy, ... , z, sont des complexes

tels que | Z &l = Z |2;| alors il existe un complexe non nul = et des réels positifs

i=1 i=1
ap, ... o tels que

Vi€ fliavagt)y =08

2°™¢ Partie
Ftude d’une suite d’éléments de K,

Dans cette partie, A = (q;;) désigne un élément de K, ; on suppose de plus que tous les
coefficients de A sont strictement positifs :

V(i,5) e {1,...,0}% a;>0.

On note M, ; (R) I'espace vectoriel des matrices colonnes a n lignes, et a coefficients réels. La
base canonique de cet espace vectoriel se notera (&, ... ,E,).

On note enfin w = min{a;; ; 1 <i.j < n}etpourtoutY € M, ;(R), de composantes y,,... ,y,,
posons
M(Y)= maxy, et m(Y)= minuy,.

1gign 1ign
1. Dans cette question et la suivante, on considere un élément " de M, ;(R), de composantes
Hiaeoo sy Un-
(a) Montrer que m(Y) < m(AY) ¢ M(AY) ¢ M(Y).

(b) En déduire que les suites (M(A*Y)), .. et (m(A*Y sont monotones.

kel })REII

2. (a) Montrer que
Vie{l,...,n}, M(Y) Zauy,,u[u — m(Y)]
puis en déduire que

M(AY) < w m(Y) + (1 — w)M(Y).

(b) Montrer de méme que
m(AY) > wM(Y) + (1 — wym(Y).

(c) Conclure que
0< M(AY) — m(AY) < (1 —2w)(M(Y) —m(Y))

et que les suites (M (A"Y)), . et (m(A*Y)), ., sont adjacentes. Qu'en déduit-on ?

3. Pour tout j € {1,...,n}, on désigne par /; la limite commune aux suites (M (A"E))), . et
(m(A*E;)) o €t on pose AF = (a ) pour tout entier naturel k.
(a) Pour tout j € {1,..., n} et tout entier naturel &, exprimer les composantes du vecteur
AREs,
(b) Montrer que pour tout (i, j) € {1,...,n}*, lasuite (u{ J)A __converge vers (.
€N
(c) Conclure que la suite (A*)c1; converge vers un élément de K, qu’on exprimera a l'aide
de f],. R .
Epreuve de Mathématiques 11 2/4 Tournez la page S.V.P.

wadifa-info.com S Adda g ad ga (e iy Hlal) 3l

Source: www.wadifa-info.com - modele de concours n. 1817 - page 3/5



Concours National Commun - Session 2002 - TSI

3°™ Partie
Quelques propriétés de matrices appartenant a ',

Dans cette partie, A = (a;;) désigne un élément de K, et u I'endomorphisme de C" canonique-
ment associé a la matrice A. Onnote (¢;.... . ¢,,) la base canonique de C" eton pose ¢ = ¢1+---+¢,,.

Soit A une valeur propre de u et 2 = (z,, ..., z,,) un vecteur propre associé.
A- Premiers résultats

1. Montrer que 1 est une valeur propre de u et déterminer un vecteur propre associé.

2. En faisant une traduction matricielle de I"égalité u(x) = Ax et en choisissant un indice p tel que

lzst = max |#;|, montrer que |A| < 1.
tam

speaxid

3. Dans la suite, on pose m = min{a;; ; 1< i< n}.

(a) En utilisant une méthode analogue a la précédente, montrer que |A — m| < 1 — m.
(b) Dessiner le cercle C(0, 1), de centre 0 et de rayon 1, et le disque fermé D(m, 1 — m) sur un
méme graphique. (on rappelle que D(m,1—m)={z€C, |[z—m| <1 —m}.)
4. Onsuppose que m > 0 ; montrer que si A est de module 1 alors A = 1.
5. On suppose que m > &. Vérifier que 0 ¢ D(m, 1 — m) et conclure que A est une matrice
inversible.

B- Toute valeur propre de A de module 1 est une racine de I'unité

Dans la suite de cette partie, on suppose que |A| = 1 et on choisit iy € {1,...,n} tel que
27| = max 2. On pose Ip = {j € {1,...,n}/ ~ aigyz; # 0}.
1. (a) Exprimer Z a;,;2; alaide de X et z;, et en déduire que I est non vide.
JEly
(b) Montrer que Z @iy = 1.
i€ly

(c) Vérifier que | Z Gty | = Z \a;,jx | = |x;,| et en déduire, d"une part que
J€ly i€l

Vi€l |zj| = |zi],

d’autre part, en utilisant un résultat précédent, justifier 'existence de > € C et d'une
famille (a;) ¢;, de réels positifs tels que

Y i €Ly, a3 = a;z.
(d) Déduire de ce qui précede que
Y(j. k)€ 13 T; = T

et que
ATip =i, 4 € {I,.., '-n.},
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2. (a) Montrer qu’on peut construire une suite finie (jg.j;,...,j,) d’éléments de {1,...,n}
telle que
|.r"l.0| O |J:jre| = IIQE‘;‘)SJ*J
et que

Vik € {1 uue i), Xy =25
(b) En déduire alors qu'il existe ¢ € {1,... ,n} tel que A7 = 1.
3. Dans cette question, on suppose que tous les coefficients de A sont strictement positifs :
V(i,5) €{l,...,n}% aj>0.

En utilisant la question 1. (d) précédente, montrer que l'espace propre de u, associé a la valeur
propre 1, est égala C.e olte = (1,...,1).

FIN DE L’EPREUVE
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