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MATHEMATIQUES 1
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EXERCICE

Etude de deux fonctions définies comme sommes de séries

1.1. Montrer que la fonction u % est intégrable sur U'intervalle |0, +oof.

. +oo g
Dans la suite, on admettra que f, "ﬁdu = /.

nr

1.2, Montrer que, pour tout x > (), la série numérique Z ne”
n>l
On note p la fonction définie sur U'intervalle ]0, +o00[ par :

est convergente.

+o0

V£ >0, p(z) =) Ve ™.

n=1

EI P s zﬂ
1.3. Préciser le rayon de convergence de la série entiére E —.
5 VP
"

Dans la suite de ce probléme, on note 1 et 1 les fonctions définies par :

+oo P +oc e
pi(x) = x| —11] et Y(z)=y(e )= - sl
() ;\/ﬁ v €] A et P(z) =4 (e7™) T; N x>0

1.4. Régularité des fonctions v et

1.4.1. Montrer que la fonction ¢ est de classe C™ sur I'intervalle ]0, +oc[ et préciser sa dérivée
en fonction de .

1.4.2. En déduire que la fonction ¢ est de classe €™ sur I'intervalle |0, +o0.

1.5. Un équivalent de ¢ en 07

400 o=t

1.5.1. Soit x > 0. Justifier que, pour tout a > 0, [ = dt converge et montrer que

/+m P—a:t C ) +oa F—r,t
—dt < lx) < f 1
1 ‘\/?T 0 \/F

1.5.2. En déduire que, pour tout = > 0, _]:x %du < ¢l(x) < ﬂ+°° <

—u

du.

1.5.3. Montrer que /(x) ~ =,
x— 0t

1.6. Préciser la limite de 1) en +0c.

1.7. Un équivalent de ¢ en 07,

T
1
1.7.1. Montrer que la suite réelle ( ﬁ —Zﬁ) est monotone puis justifier qu’elle

converge.
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n
1.7.2. Montrer que, pour tout x > (), La série numérique z ( ) e " est convergente,
k

n>1 \k=1
+noo n 1 t,-"-'('i")
1.7.3 Montrer que, pour tout z > 0, Z (Z E) e "t = PJ _ 1"
n=1 \k=1
1.7.4 En déduire que (x) ~ ,ﬂ‘:’%
r—0F
PROBLEME

A propos de l'irrationalité du nombre "
ou 7 est un rationnel non nul

L’objectif de ce probléme est d’établir l'irrationalité du nombre e” pour tout nombre rationnel
non nul 7, o e est la base du logarithme népérien.

Notations

Dans ce probléme, I désigne l'ensemble des nombres réels et | x| désigne la partie entiére du réel
T

Pour tout (r, k) € N2, avec k < r, on note ( 1 ) le coefficient binomial défini par

1%*® Partie
Résultats préliminaires utiles

2.1. Etude de suites
2.1.1. Soit () e une suite de nombres réels strictement positifs telle que la suite (l—:‘"—‘)
nel

n

soit convergente de limite nulle. Montrer que la suite (z,,),en est convergente de limite nulle.
2.1.2. Soit A un nombre réel non nul. Montrer que la suite (%)ne\'- est convergente de limite
nulle.

2.2, Valeurs prises par les dérivées successives d’une fonctions polynomiale

Soit n un entier naturel non nul, on considére la fonction polynomiale U, définie par :

(1 — )"

n!

Vo e R, Un(z) =

2.2.1. Montrer que, pour tout k € {0,...,n — 1} | U,flk}((]) =0et U,ik)(l) =1

2.2.2. Préciser, en fonction de n et &, la valeur de chacun des nombres Uj{ln-‘_k}((}} et UQHH(I)
pour tout k € {0,...,n}, puis vérifier que ces nombres sont des entiers.

On pourra utiliser le bindme de Newton ainsi que la formule de Taylor pour les polyndmes.
2.3. Formule d’intégration par parties itérée

Solent a et b deux réels tels que a < b, et soit p un entier naturel non nul. On considere deux
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fonctions numériques f: [a,b] = R et g : [a,b] — R de classe CP sur [a, b].
Montrer la formule d’intégration par parties itérée suivante :

/ " £ Og(e)dt = (-1 i " F09P 0+ 3 (-1 (7D g0 - 0P g @) (1)
a a k=1

2.4. Un critére d’irrationalité
Soit w un réel strictement positif. On pose wZ = {kw ; k € Z} , Z+wZ = {k+Kw; (k, k') € Z?}.
2.4.1. On suppose qu'il existe a > 0 tel que Z + wZ = aZ. Montrer que w est rationnel, c'est a
dire que w € Q).
2.4.2. On suppose ici que w € () et on note p et g deux entiers naturels non nuls, premiers entre
eux et tels que w = E. On pose enfin a = %
(i) Montrer que Z + wZ C aZ.
(ii) Montrer que aZ C Z + wZ. On pourra admettre 'existence de deux entiers u et v tels que
up+uvg = 1.
2.5. Une condition suffisante d’irrationalité
2.5.1. Soit (k,, )nen+ une suite convergente de nombres entiers dont la limite est nulle. Montrer
qu’il existe N € N* tel que

Yo>2N: k. =0

2.5.2. Soit w un nombre réel non nul et soient (p,)nen- et (gn)nens deux suites de nombrtes
entiers tels que
Vi g N* » Pnld — On ?é 0

Montrer que si la suite (p,w — ¢ )nen- est convergente de limite nulle, alors le nombre w est
irrationnel.

géme Partie
Démonstration du résultat annoncé

L'objectif de cette partie est de prouver l'irrationalité du nombre €” pour tout rationnel non nul
T

3.1. Construction du nombre ¢, base du logarithme népérien

On considére les suites (u, )pen+ et (vn)nen- définies par

1 1 1 1
Up =14+-4+ =+ ...+ — et vy, =uUp + —

I el n.n!
3.1.1. Montrer que les suites (u, )pemn- et (v, )nen- sont adjacentes.
Dans la suite, on note e leur limite commune: c'est le nombre de Neper, base du logarithme
népérien.
3.1.2. Justifier que 1w, < e < v, pour tout n € N*.
3.2. Irrationalité de ¢
Vérifier que (nlu, ),en- est une suite de nombres entiers puis montrer que e est irrationnel.
On pourra utiliser le résultat de la question 2.5.2. de la deuxiéme partie.
Dans la suite de cette partie, on considére les fonctions Uy, et L, définies, pour tout entier naturel
non nul n, par :

,r_n.(]_ _ :r)n 1
Ve ER, Up(z)=""—""" | Ly(z) = U (z) et Tu(z) :f et L, (t)dt

n! 0
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3.3. Préciser les degrés des polynémes U, et L, pour tout n € N*.
3.4. Soient n € N* et x un réel non nul.
3.4.1. Montrer que

Ak
Ta(z) = (~1)"s" f U (H)dt
i

3.4.2. Montrer que T, (z) # 0.
3.5. Soient n € N* et x un réel non nul.

=

3.5.1 Montrer que |z"T},(x)] < i, max(1, e*). On pourra majorer t(1 — ¢) pour ¢ € [0, 1].

4T
3.5.2 En déduire que  lim z"7T,(z) = 0.
n—+oc
3.6. Soit n un entier non nul. On pose v, (t) =™, (z,t) e R x [0,1].
3.6.1 Veérifier que pour tout réel x

1
.’J’.‘“+1Tn(.'.i?) o (—l}n w:[n2ﬂ-+1j{t)Un(tjdt
0

3.6.2 Montrer qu'il existe denx fonctions polynomiales P, et ()., 4 coeflicients entiers et de degré
n, telles que :

VreR, "7, (z) = Q,(z)e® — P, ()

On pourra utiliser la formule d’intégration par parties itérée (1) et le résultat de la question
2.2.2. de la premiére partie.

3.7. Montrer l'irrationalité du nombre €” pour tout nombre entier non nul r.

3.8. En déduire 'irrationalité du nombre " pour tout nombre rationnel non nul r, puis celle du
nombre In o pour nombre nombre rationnel o strictement positif et distinet de 1.

FIN DE L'EPREUVE
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