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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats du concours TSI,
comporte 3 pages. .
I'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d"une question non résolue s'ils l'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références |des questions abordées.

Probléme d’analyse

I. TRANSFORMATION D"ABEL

Soient (a,).err et (b,),en deux suites réelles. On s’intéresse ici a la convergence de la série

Z a.b,.

nell

Tt
Pour tout entier naturel n, on pose B, =y _ by.
k=0

1. (a) Vérifierque By =byetV n> 1, b,=B, — B,_;.

7 n—1
(b) Montrer que ¥V n € N*, Z apbr. = a, B, + Z(ﬂ"" — @j41)B-

2. Onsuppose que la suite (B, ), <1 est bornée et que la suite (a,,), ¢;; converge vers 0.
(a) Montrer que la suite (a,, B, ), converge vers 0.

(b) On suppose de plus que la série Z(a.,, — @,4) est absolument convergente ; montrer

nel
alors que la série Z(nﬂ — a,+1)B, estabsolument convergente et en déduire la conver-
nell
gence de la série  _ a,b,.
nel

3. Etablir que si la suite (a,, ), est décroissante de limite nulle et (B,, ) ,¢rr une suite bornée alors
la série Z a,b, converge.
nell

4. Enoncez et démontrez un critére garantissant la convergence d’une série alternée.

II. APPLICATION A L'ETUDE D’UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE

Pour tout réel = et tout entier naturel » > 1, on pose
T

T
Sn(x) =) sin(kz) et Cp(z) =) cos(ka).
k=1 k=1
1. Montrer que pour tout » € R\ 27Z,
- T = Ci'n..r.‘ )
(@) + 08, (2) = ¥,
Cn(2) + iSn(x) P
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et que
B o s B U
2. En déduire alors que pour tout z € R \ 27Z, la suite (5, (z)),en est bornée et établir la
convergence de la série ; Sini:m]

I'H)

+
Dans la suite on pose f(z) = Z , ¢ € R, et on cherche a calculer la somme de cette

série.
3. (a) Vérifier que [ est impaire et 27-périodique.

VT ot 1

-3 s st

(b) Soit = €]0, #[. Montrer que E sin(kz) =12 —E/ aldiad ;JJ]
2 sin(3

dt.
— k 2 2

1

4. Soit x €]0,7[; pour tout t € [z, 7], on pose h(t) = s

(a) Vérifier que h est de classe C' sur [, 7] et que /i’ y est bornée.
(b) Montrer la formule

i ; 1 2 (()H[H-i-
Lh(t‘.]5111(n+§)tdt—2“+.l( Y [h (t) cos(n + - )tdf)

(c) En déduire un majorant pour la valeur absolue de l'intégrale du premier membre et
conclure que cette intégrale tend vers 0 quand » tend vers +oc.

T—2z
2

(d) Etablir alors que pour tout = €]0, 2x[, f(x) =

III. UNE MAJORATION UNIFORME DES SOMMES PARTIELLES DE LA SERIE PRECEDENTE

On conserve les notations de la partie précédente.
1. Soit x €]0, 2.

(a) Montrer, en utilisant une transformation d"Abel (I. 1.), que pour tout couple (m,n)
d’entiers naturels tels que 1 ¢ m < n,0ona

1 - & i—1 -
sin(pe)  S,(x) . 1 1 &7 ()
= Syl - — - y
Z ' n e Z 5p() p+1 m+1

p=m+1 P p=m+1 P

(b) En déduire que

i: sin(px) P 2 S f sin{pa) p 2
p © (m+ 1)sin(3) que p S (m+ 1)sin(3)

p=m++1 p=m++1

2. Soit z €]0, 7). On note k la partie entiere de S E{E) ;onadonc k > 1
xI xr

k

(a) Montrer que 0 < Z B ) < ks ¢w.
P

p:l
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A

(b) Montrer que si # € [0, g] alors sin(f) > .:9.

M

Zn: sin{pax)
p

p=k+1

(c) Soit n > k+ 1; Montrer alors que &2,

3. En déduire que pour tout = € R et tout entier naturel » > 1,

T

Z Sille.l‘)

n
p=1 F

<247

IV. CALCUL DE LA SOMME D’UNE SERIE

Soit g une fonction réelle, 27-périodique et continue sur R. On pose

2T
M= sup |g(t)] et b,= l/ g(t)sin(nt) dt, n > 1.
o<t 2r T Jo
1. Justifier la convergence de la série ) " b?.
nzl

A b,
2. Montrer que la série § ~ °" est absolument convergente.
it

nzl
On cherche a calculer la somme de cette derniére série.

3. (a) Vérifier que

n '2.7 T .
Zb—p = L / g(t) (Z Sm[p”) dt.
pmi £ O

“ =1 P

(b) En déduire que

L™ fyat) a ib” 1[% ()
2 W, i B _
T Jo % 1 P T Jo :

p=

4. Soit= > 0etd €]0, [ tels que (2 + 7 + g}ﬁ_ﬂfw < &/3.

(a) Montrer que

-/ (f(r)—ZSh]:f’”)g(:) a

p=1

<z/3 etque

<£/3.

(b) Montrer que

1

w

Rt L sin(pt) AM
t) — 1) di
/ (m > ) gt arf <

p=i - {n.+1]5i11[‘—;}'

(c) Déduire de ce qui précede que

+o0 2
b, 1
— = — f(t)gl(t) dt.
0

T T
n=1

FIN DE L’EPREUVE
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