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L'¢noncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere TSI,

comporte 3 pages. . .
L'usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informds que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision

des misonnements constitucront des cléments importants pour Uappréciation des copies. Il convient en

particulier de mappeler avee pricision les | références | des questions abordées.

Si, an cours de I'éprenve, un eandidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené i prendre.

Ce sujet est composée de deux exercices et d'un probléme indépendants a traiter dans 'ordre souhaité.
Le premier exercice est noté sur 4 points sur 20 ; le reste de I'épreuve est noté sur 16 points sur 20.

Exercice 1
Etude d’'une équation intégrale
(Noté sur 4 points sur 20)

Soit g : [0,1] — R continue; on suppose qu'il existe a €]0,1] tel que :
ar
Vze (0,1, g(=x) =/ g(t) dt. (1)
0

L'objet de I'exercice est de montrer que la fonction g est nulle.
1. Montrer que la fonction g est dérivable sur le segment [0, 1] et exprimer sa dérivée.

2. En déduire que la fonction g est de classe C™ sur le segment [0, 1].

3. On suppose ici que a = 1.
3.1. Nontrer que g est solution sur [0,1] d'une équation différentielle linéaire du premier ordre

que l'on déterminera.
3.2. Résoudre I'équation différentielle linéaire ainsi trouvée et montrer que la fonction g est nulle.

Dans la suite, on suppose que a €)0, 1[.

4. Montrer que
kik+1

vkeN Vze[0,1, g™ (z)=a"7 g(a*2).

En déduire que, pour tout k € N. ¢™*)(0) = 0.

E."

6. Montrer que
n+ n+2 * {4 — n
VneN Yze(01], gla)=a""3 1/ E"l—'}"i(tl"*lf)tlf.
0 n. :

On pourra user de la formule de Taylor avec reste intégrale.

7. On pose M = sup |g(s)|. Déduire de ce qui précede que
0<s<l

.er-l

YVneN Vxel0,1], lglx)| < MN——.
[0,1],  Ja(x)] £ TES)

8. En déduire que g est la fonction nulle,
) Exercice 2
Etude d’une série entiore

1
1435+ (2n+41)".

On considére la série entiére Zn,,z"’"*'l. oll a, = nemn.

n=0
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Déterminer le rayon de convergence de In série entitre 2“ gzt _—2

_n>0
Dans la suite de Ct

. . 't exercice, on note [ I fonctiofi de In variable réelle somme de cette série enticre
sur son intervalle

ouvert de convergence,
] s )
2. Montrer que la fonetion I vérifie
3. Résondre P'équation différe

mtdégrale faisant inge

une équation différentielle linéaire du premier ordre 3 préciser.

ntielle linéaire tronvée ci-dessus puis exprimer f sous forme d'une
rvenir des fonctions usuelles.

. Probleme
A propos de matrices de permutations

Notations

. Dans C"'P_I'OMC!‘HO.’ K désigne le corps des réels ou celni des complexes (K = R ou C) et n un entier
:;‘““"_—‘,1 5‘:‘1’91'“.3"1" ou égal & 2. Si p € N*, on note M p(K) I'espace vectoriel des matrices & coefficients

ans 1%, a n lignes et p colonnes; si p = 1. M, ,(K) est noté simplement M,(K), c'est I'algébre des
matrices carrées d’ordre n i coeflicients dans [ ; la matrice identité de M, (K) se note I,.

Pour toute matrice A de Mnp(K), ‘A désigne la matrice transposée de A et rg(A) son rang; si

Ae }/FR(K). Tlr (A) désigne la trace de A. X4 son polynéme caractéristique et A~! représente 'inverse
de A si elle est inversible; on rappelle que

Yz eK, xa(z)=det(zl, - A).

On note GL,(K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n, inversibles et & coefficients dans K.6,
désigne 'ensemble des bijections de I'ensemble {1,...,n} sur lni méme; les éléments de &, s'appellent
aussi des permutations de ’ensemble B M

Si o € Gp, on note f, I'endomorphisme du K-espace vectoriel K" défini par :

Vke {11“'rn}1 fa(ck) = €a(k),

ou B = (ey,...,e,) désigne la base canonique de K".

De méme, on note P, la matrice de M, (K) définie par

b= (‘5i.a(i))ls:‘.jsn‘

dite matrice de la permutation o, ot pour tout i,j € {1,... yn}, & 5 est le symbole de Kroneker égal a1
si i = 7 et 0 sinon.

1% Partie
Etude d’un exemple dans le cas n =3

; a 1 2 3 ]
On note o € G3 la permutation définie par o = (3 1 ,)), cela veut dire que o(l)=3,0(2)=1c¢t
L LYY

o(3) =12

1.1. Inversibilité et inverse de P,

1.1.1. Expliciter la matrice F, € M3(K) puis exprimer la matrice de 'endomorphisme f, dans la
base B = (ey, €2, e3) en fonction de .

1.1.2. Vérifier que I'endomorphisme f; est bijectil et en déduire que la matrice Py est inversible.
1.1.3. Calculer ‘P, P, et en déduire 'inverse de P,.
1.2. Diagonalisation de P,
1.2.1. Vérifier que P3 = I3,
1.2.2. Montrer alors que la matrice P, est diagonalisable dans My(C).
1.2.3. Caleculer les valeurs propres de la matrice I, ainsi qu'une base de veeteurs propres associées.

Epreuve de Mathématiques 2/3 —i
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1. 1 1
L.2.4. On note Q la matrice Q = || j j*) avee j = ¢’ . Montrer que Q est inversible puis
L2

Justifier que la matrice Q' P, Q est dingonale en précisant ses ¢léments diagonaux.

2tme Partie
Quelques généralités sur les matrices de permutations
Dans cette partie. & désigne un élément quelconque de 6,,.
2.1. Inversibilité d’une matrice de permutation
2.1.1. Exprimer la matrice de 'endomorphisme f, dans la base B en fonction de la matrice P,.

2.1.2. Justifier que I'endomorphisme f, ost bijectif puis en déduire que la matrice P, est inversible.
2.2. Transposée d'une matrice de permutation

n

| 2.2.1. Soit (i,j) € {1,...,n}% Calculer, selon i et j. la valeur de la somme Zﬁk.a(nﬁk.c{ﬂ' On

k=1
pourra distinguer les cas i = j et i 3£ j.

2.2.2. En déduire que 'P, P, = I, puis exprimer l'inverse de la matrice F, en fonction de sa trans-
posée. Que peut-on alors dire de la matrice P, ?
2.3. Structure de I'ensemble des matrices de permutations

On note Py, I'ensemble des matrices de permutations de M,, (K) : Pn={Ps; 0 €6Gpn}.

2.3.1. Soient ¢ et o’ deux éléments de &,,. Exprimer f,o f, en fonction de fyc, puis en déduire que
Polor= Pizsi.

, 2.3.2. On rappelle que o~ désigne I'inverse de la permutation o. Justifier que l'inverse de la matrice
' Py est la matrice Py : Py =P, -,

3%me Partie
Diagonalisation d’une matrice de permutation d’ordre n

0: 1 0 w2 O
0 0 1
On considére la matrice A € Mu(R) définiepar A= | : .. - .
|
i 1] P - |

1 0 ... 0 0
3.1. Vérifier que A est la matrice de M, (R) associée a la permutation o € G,, définie par :

o(l)=n,0(2)=1,0(3)=2, ..., 0(n)=n-1.

3.2, Calculer le polynéme caractéristique de A et déterminer ses valeurs propres dans C.
3.3. Que peut-on alors dire de la matrice A?

1
w*

3.4. On posew = en et Vi = w » k€ {0,...,n=1}. Vérifier que, pour tout k € {0,...,u=1},

T.U{:ﬂ_l}k

. AV, = w* V.

3.5, En déduire une base de M, 1(C) formée de veeteurs propres de la matrice A.

FIN DU SUJET
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