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L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats du concours MP,
comporte 5 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s'ils l'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Exemples d'utilisation du théoréme de Courant-Fischer

Notations et rappels : Dans tout le probléeme, n désigne un entier naturel supérieur ou
égal a 2. 5i p € N*, on note M,, ,(R) I'espace vectoriel des matrices a coefficients réels, a n lignes
et p colonnes; si p = n, M,, ,(R) est noté simplement M,,(IR), c’est I'algebre des matrices carrées
d’ordre n a coefficients réels ; la matrice identité de M, (R) sera notée I,,.

Pour toute matrice A de M,, ,(R), ' A désigne la matrice transposée de A ; si A € M,,(R), Spy(A)
représente I'ensemble des valeurs propres réelles de A, Tr (A) sa trace et rg(A) son rang.

On munit M,, 1 (R) de son produit scalaire canonique défini par <X, Y > XY.

1% Partie
A- Etude d’une matrice
Soit U un vecteur non nul de M,, 1 (R), de composantes ui,.. ., u,. On pose M = U U.
1. Pour tout couple (i, j) d’éléments de {1,...,n}, exprimer le coefficient m, ; de la matrice M a

l'aide des u;.. Que vaut la trace de M ?
2. Exprimer les colonnes de M a l'aide de uy,...,u, et U.
3. Montrer alors que le rang de M est égala 1.

4. Justifier que 0 est valeur propre de M et montrer que le sous-espace propre associé est égale a
{Y € Mp1(R), TY = 0}. Quelle est sa dimension ?

5. Calculer le produit MU et en déduire que UU est une autre valeur propre de M. Déterminer
le sous-espace propre associé et donner sa dimension.

6. Montrer que la matrice M est orthogonalement semblable a la matrice diagonale D ol1

D = diag('UU,0,...,0).

B- Théoréme de Courant-Fischer

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ; on désigne par f I'endomorphisme de M., ;(R)
canoniquement associé a A.

1. Justifier qu'il existe une base orthonormée de l'espace euclidien (M, ;(R), <, >) formée de
vecteurs propres de f.
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Dans la suite, on note Ay, Ay, ..., A, les valeurs propres de f rangées dans 'ordre croissant et
on désigne par (e1, ..., e,) une base orthonormée de vecteurs propres associés :

M<A2€...€ A, ot f(ﬂi} = \iej, 1 € {1,2,...,?1}.

Pour tout k € {1,2,...,n}, on note Vi le sous-espace vectoriel de M,, 1 (R) engendré par les
vecteurs ey, ... e, : Vi = Vect(ey, ..., e;), et Fi. 'ensemble de tous les sous-espaces vectoriels
de M,, 1(R) qui sont de dimension F.

_ <Av,v>  <f(v),v>

Si v est un vecteur non nul de M, {(R) on pose Ra(v
.L(R) on p AW) <u, > <v, >

2. Calculer R 4(e;), pourtoutk € {1,2,...,n}.

n
3. Soitwv = Z x;e; un élément de M,, 1 (R).
i=1
Exprimer les quantités <f(v),v> et <v,v> en fonction des z, et A, 1 < k < n.

4. Montrer alors que A\ = m;g Ra(v) et A, = 1_11;13( R(v).

5. Soient k € {1,...,n} et wun vecteur non nul de V;. Montrer que R4(w) < Ay et conclure que
A= max  Ra(v).
veli\{0}

6. Soientk € {1,2,...,n} et F} € F.

(a) Montrer que la dimension du sous-espace vectoriel Iy N Vect(ey,...,e,) est = 1.
(b) Soit w un vecteur non nul de F; N Vect(eg, ..., e,). Montrer que Ra(w) = Ap.

dduire > qui .= 1mni a > t-Fische
(c) Déduire de ce qui précede que Ay i (.U érflr_f\lis{cﬂ} R4(v)). (Théoreme de Courant-Fischer)

7. (a) Montrer que l'application ¢4 : v ——<Aw, v> est continue sur M, 1(R) et en déduire la
continuité de I'application R 4 sur M, 1(R) ' {0} .

(b) Montrer que I'ensemble M,, 1(R) \ {0} est connexe par arcs et conclure que I'image de
I'application R 4est un intervalle.

(c) Montrer alors que {Ra(v), v € My 1(R) \ {0} } = [A1, An]

28me Partie

On rappelle quune matrice B, symétrique réelle d’ordre n, est dite définie positive si pour tout
vecteur non nul X de M,, 1(R), on ait
R

1. Soit B une matrice symétrique réelle d’ordre n. Montrer que B est définie positive si et
seulement si ses valeurs propres sont strictement positives.

2 Soit A= (‘l

b ) .
) une matrice symétrique réelle d’ordre 2.
b ¢

(a) On suppose que A est définie positive ; montrer alors que a > 0 et ac — b* > 0.

(b) Soit X € My 1(R) un vecteur de composantes z et y; exprimer ‘X AX en fonction de
a, b, ¢, T et y et montrer que sia > 0 et ac — b* > () alors A est définie positive.

Le but de la suite de cette partie est d’étendre le résultat de cette question a n quelconque.
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3. Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n; on désigne par f l'endomorphisme de
M, 1(R) canoniquement associé a A et on note A\; < Ay < ... < A, les valeurs propres
de f. Soient H un hyperplan de M,, 1(R) et p la projection orthogonale sur H ; on note g
I'endomorphisme induit par p o f sur H.

(a) Montrer que g est un endomorphisme autoadjoint de H.
Soient alors y1 < ... < ft,,—1 les valeurs propres de g.
(b) Montrer que pour tout k € {1,...,n — 1}, Ay < pu.
(¢) Soitk e {1,...,n—1}.
i. Montrer que pour tout sous-espace vectoriel F, de M,, 1(R), de dimension k + 1, le
sous-espace vectoriel F' N H est de dimension > k.

ii. Soit F' comme a la question précédente et soit donc ' un sous-espace vectoriel de
F N H, de dimension k. Comparer <g(v),v> et <f(v),v>, pour v € G, et en déduire
<g(v),v> { <f(v),v>

1 Al 1\ A

que max <
veGh {0} <v,U> veF\{0} <v,vU>

iii. Conclure que py < Apyq.

4. On reprend les hypothéses de la question précédente et on écrit A = (Afb_ ! ;i) avec
npeR, be a’w(n—l),l (R) et A, 1 € M.,l_l(]R).

(a) Que représente la matrice A,,_; ? Justifier qu’elle est symétrique.
(b) Onnote pf < ... < yj,_; les valeurs propres de la matrice A,,_;. Montrer que

/! I
/\1 = M1 £ )‘2 £...5 ’\n—l < Hp-1 € }\n-

(c) Conclure que si la matrice A est définie positive, il en est de méme de la matrice A,,_;.

5. Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n; on note A = (a;;)i<ij<n €t, pour tout
ke{l,2,...,n}, Ay = (aij)i<i i<k
(a) Montrer que si A est définie positive alors les déterminants des matrices A, sont tous
strictement positifs.

(b) En utilisant le résultat de la question 4. précédente, montrer par récurrence sur n, que la
réciproque de (a) est vraie.

6. Un exemple d’utilisation : On considére la matrice M (t) = (ﬂi—jl) ; e SE 0],
SRS

(a) Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1], la matrice M(t) est symétrique définie positive.
(b) En déduire que la matrice M; = ( m) est symétrique définie positive.

1gijsn

(On remarquera que My = Ifnl M (t) dt).
3%"¢ Partie

A- Une deuxiéme application

1. Soient A et A’ deux matrices symétriques réelles d’ordre n. On note A} < Ay < ... < A, (resp.
Al < A <... € A) les valeurs propres de A (resp. A’); on note aussi j1 < pi2 < ... < fin les
valeurs propres de la matrice E = A" — A.
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(a) Montrer que, pour tout k € {1,2,....n},
Ak + 1 < Ay € Ak + fine

(b) Montrer que, pour tout k € {1,2,....n}, |AL — A] < [|A — A/|, ot ||.|| est la norme sur
M, (R), subordonnée a la norme euclidienne de M,, 1(R).

2. En déduire que l'ensemble S; des matrices symétriques réelles d’ordre n et définies positives
est un ouvert de I'espace vectoriel S, des matrices symétriques réelles d’ordre n.

B- Une derniére application

Soient A une matrice symétrique réelle d’ordre n et U un vecteur non nul de M,, ;(R) ; on note
A1 < A2 <... < A, les valeurs propres de A et M| < A}, <... < A, celles de la matrice Az = A+ cM
avec M =U U etz € R.

D’apres la section A- de la premiére partie, il existe une matrice orthogonale R telle que

U ())

(DR —
RMR (U' 0

On décompose alors la matrice 'RAR par blocs comme pour la matrice ‘RM R et on obtient

Rip=[* @
' a Ay 4/’

aveca €R, a € M(,_1)1(R) et A, 1 € M,,_1(R). La matrice A,,_; est évidement symétrique réelle,
il existe donc une matrice orthogonale S, d’ordre n — 1, et des réels as, . . ., a,, tels que

'SA,_1S = diag(ag, ..., a).

On poseenfin Q = R ({1] 2.)

1. Montrer que la matrice () est orthogonale.

2. Montrer, en effectuant des produits par blocs, que
a ‘'aS ; a+eUU %S
QAQ = (lsa D.,,,,_l) o QA= s D,

avec D, = diag(aa, ..., ay).

3. On suppose que = > 0. Montrer en utilisant par exemple la question (A-1.) de cette partie que,
pourtoutk € {1,2,...,n},
Ak S A <M +EUU.

4. On suppose ici que ¢ est quelconque et on note 'y, . . ., C,, les colonnes de la matrice Q.

(a) Vérifier que (C1,. .., C,) est une base orthonormée de M,, 1(R).
(b) Soit X € M, 1(R); on désigne par yi,...,y, les composantes de X dans la base
(C1,...,Cy). Montrer alors que

TE T
'XAX =ayt + ) o +2) Biny;,

=2 =2
ott 32, ..., 3, sont les composantes du vecteur 'Sa de M, _1)1(R).
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(c) Ecrire une relation analogue  la précédente et concernant la matrice 4., puis en déduire,
lorsque X est non nul, que

2
Y1

. i
Rac(X) = Ra(X) + VU

(d) En choisissant convenablement le X, montrer que A5 > A;. On utilisera les formules

o= 11_1{1:1}_112 (“}51;@{0} Ra, (1.-')) et A\ = 131;{1]1 R4(v).

FIN DE L'EPREUVE
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