Concours National Commun
Epreuve de Mathématiques I
Session 2021 - Filiere MP

L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere MP.
L’usage de tout matériel électronique, y compris La calculatrice, est interdit

Durée : 4 heures

Les candidats sont informés que la qualité de lo rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour appréciation des copies. n convient en particulier
de rappeler avec précision les références des questions abordées.

5i, au cours de U'éprevve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énonce, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené d prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé dun exercice et d'un probléme indépendants entre eux.

Exercice
(Noté 4 points sur 20 )

0 six <0

Soit n un entier naturel, on considére la fonction f, définie sur R par f,(z) = { " . e
e siz>

. . 1
1. Vérifier que pour tout entier naturel n, f.(z) =0 (—2) lorsque x tend vers +oc.
x

+oo
2. Mountrer que pour tout entier naturel n , / Julz)dzr est une intégrale convergente.
0

3. DPar la suite. on pose pour tout entier naturel rn.
+o0 +o0 = T
T f folz)dz et an admet que Iy = f e " dr= —-\g:
0 0
a) Culeuler [;.

b) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n,

n+1
Ir1+2 — 2 -In
k!
¢) Montrer que pour tout entier naturel k, JIopq = 5
(2k)!

d) Montrer que pour tout entier naturel k, Iopiq = mﬁ

Probleme

n
Pour tout entier naturel non nul n, on pose H, = E F et w, = H, — In(n),
k=1

Partie 1
Développement asymptotique de la suite (H,,) -,

1
1. a) Montrer que (u, —u ~—
) que (u, n+i) st Dyt
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b) En déduire que ¥ (u, — u,41) est une série convergente.
n=>1

c) Justifier que la suite (”-n)n>1 converge. On note v ta limite.

i n—1 .
, 1 1
d) Montrer que pour tout entier n tel que n > 2, 3_2 z <lnn < ké_l I

e) En déduire que 0 < 4 < 1.

2. On pose pour tout entier naturel non nul n, v, = u, — 7.

+o0
1 n
a) Vérifier que v =1+ Z (~4 —1In ( : ))
n=2 L n—1
o e k 1
b) En déduire que v, = Z In —1i) %)

k=n+1

1 1
c) Conclure que H,, = In(n) +~y + 5 + 0 (E)

; 1
3. On pose pour tout entier naturel non nul n; w, =wu, — v — o'
mn

a) Dounner un équivalent simple de wy11 — wn.

+oo
1 2 1 1
(ﬂ—|— ]_)I :rt—:;-ac 'n p'lll‘s que Z k.’} fb—}h-"i-oc. ﬁ

k=n

1 1 1
Conclure que H,, =1 +4+—- +o| = ).
¢) Conclure que n(n) 5 g (n,a)

4. Pour tout entier naturel non nul n, on note m, = min{k € N° | Hy = n} et on pose g, = 51;'; +o0 (}1;)
a) Justifier 'existence de m,,.
b) Etablir que exp(n — v —z,) <my, < l4+exp(n—7 — gmn-1)
¢) En déduire un équivalent de m,,.
+1

: My
d) Conclure que lim =e
n—++a0 Ty

Partie 2

Etude de deux exemples de séries de fonctions

1. On considére la fonction réelle ¢ définie sur |1, +-00[ par ((x Z —

n=1
2. Pour tout entier naturel non nul n, on définit sur |1, +o0[ les fonctions réelles ¢, et v, par ,

1 1
e (n+1)F

n+1 1
@)=z = [t etval@)=
n n

a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, et pour tout réel = de |0, +oql.
0 < pn(z) < Yul(x)

b) Montrer que la série Y ¢, converge simplement sur |0, +oo[.
n=1

On note ainsi, pour tout = de ]0, +o00[, Z onlz

n=1

c) Montrer que la fonction ¢ est continue sur |0, +oc|.
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1

11—z’

d) On considére la fonction K définie sur |1, +oo| par K(x) = ((z) +

i) Montrer que pour tout rel = de |1, +00[, K(z) = p(x).
ii) En déduire que la fonction K admet une limite finie quand = tend vers 1 a droite.

iii) En déduire que {(z) ~

78U voisinage de 1 a droite.

3. Pour tout entier naturel non nul n, on considére la fonction f,, définie sur |0, +-oc| par.

(=1

fn{m) =
a) Montrer que la série de fonctions Y f, converge simplement sur |0, 4+-00].
n=1
+ o0
On définit ainsi, la fonction f sur |0, +oc[ par f(z) = Zfﬂ(q:}
n=1
b) La convergence de la série Y f, est-elle uniforme sur |0, +00[? Justifier votre réponse.

n=1

¢) Montrer que pour tout réel strictement positif a, la série 3 f/ converge uniformément sur [a, +o0],
n>1
ou f; désigne la dérivée de la fonction f,.

d) Montrer que f est de classe Clsur |0, +oc[ et que pour tout réel = de ]0, 400

e In(n
Fla) =Yy
n=1 :

4. a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel r de |1, +oc,

2n 1 1 n 1 n i
e b
LFTrLE L Em

b) Montrer que pour tout entier naturel non nul n et pour tout reel = de |1, +oc[,

YLl St
L =L =2 s

¢) En déduire que pour tout rel z de |1, +oc[, f(x)= (27" — 1) {(z)
5. a) Déterminer le développement limite a Pordre 2 de (21_1 —1). lorsque z tend vers 1 a droite.

b) En déduire le développement limité & 'ordre 1 de f(z), lorsque = tend vers 1 & droite.

i . T (—1)7 $20 _yInn
c) Déterminer les valeurs de > et > (-1)" " —.
n=1 n n=1 n

Partie 3
Calcul d’une intégrale

+oa
On se propose de calculer 'intégrale (—Inu)e “du.

On pose pour tout entier naturel non nul n et pour

c£ AN
L= f In(u) (l - —) duet. In=1Inn
0 L

1. Montrer que pour tous entiers naturels non nuls n et k,

"1 uy k-1
Ta =T —I—ﬁ (T) (eIn(u)) (1 — E) du
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2. En déduire que pour tout entier naturel non nuls n et tout entier naturel k,

k+1 n
Le=Tixa— 17—
R )

3. On pose pour tout entier naturel non nul n et pour tout entier naturel &, J, . =(k+ 1)1, .

a) Déterminer pour tous entiers naturels non nuls n et k, une relation entre Ju ; et Ja 1.

b) En déduire pour tout entier naturel non nul n, I,, en fonction de n et wu,.

4. a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel u dans [0,n],
1 n
-2y <o
n

n i +oo
b) Montrer que lim f (—Inu) (1 - %) du = / (—Inu)e “du.
0 ' 0

n—+oo

+o00
c) En déduire la valeur de / (—Inw)e"du.

1]

Partie 4
Application a la loi de Gumbel

Soit g la fonction définie sur R par g(t) = exp (—t —e™*).

+o0

1. a) Montre que l'intégrale / g(t)dt converge et donner sa valeur, (on pourra utiliser ha fonction
i

t — exp(—e))

b) Justifier que g est une densité d'une variable aléatoire qu’on notera X. La loi suivie pat X est appelée
loi de Gumbel.

¢) Déterminer Fy la fonction de répartition de X.

2. Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance E(X )et déterminer sa valeur.

3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considére les variables aléatoires X;, Xy ... X, indépendantes
et identiquement distribuées de loi exponentielle de paramétre 1. On rappelle qu'une variable aléatoire X
suit la loi exponentielle de paramétre

0 siz<0

Ae™™  siz =0

On pose M, = max (X, Xa,...,X,), G, = M, — In(n). On note Fy, la fonction de répartition de la

variable aléatoire M, et F_ celle de la variable aléatoire G,

A, (A = 0) si elle admet pour densité la fonction # définie par #(x) = {

a) Déterminer Fiy,la fonction de répartition de X;.

b) Déterminer la fonction Fay, et en déduire la fonction Fg, .

4. Montrer que la suite (M,, —Inn) -, converge en loi vers X.

FIN DE L’EPREUVE
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