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L'énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats du concours MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s'ils I'indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec

précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui peut Iui sembler étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

Définitions et notations

Dans ce probleme, E désigne le R -espace vectoriel des applications continues de R™ dans R, et
E» le sous ensemble de E formé des applications de carrés intégrables sur R .

A toute fonction f € E on associe la fonction, notée ¥(f), définie sur R™ par

PO = FO) et Vo> 0, p(f)(x) =+ /ﬂ " f) .

Si @ est un endomorphisme de E, on dit que A € R est une valeur propre de @ s'il existe f € E
tel que ®(f) = Af et f # 0; dans ce cas, on dit que f est un vecteur propre de ® associé a A et
Ker (¢ — Midg) s'appelle alors le sous-espace propre de @ associé a la valeur propre A.

Premiére partie

1. Soient a et b deux réels strictement positifs.

—at P—bt

€ 2
1-1. Montrer que la fonction ¢ — — st intégrable sur |0, +o0l.

—al C—bi

+o0 e
Dans la suite, on pose  I(a,b) = f —F dt.
n 3

1-2. Montrer que I(a,b) = —I(b,a) etque I{a,b) = I(1,b/a).
+00 ot _ g—at
1-3. On note @ I'application définie, pour tout z > 1, par  p(z) = f % dt.
1] 3

1-3-1. Montrer que ¢ est continue sur l'intervalle [1, +oc].
1-3-2. Montrer que ¢ est de classe C' sur l'intervalle [1, +oc[ et calculer ¢'(z) pour z = 1.
1-3-3. Que vaut alors ¢(x) pourz > 17

1-4. En déduire soigneusement la valeur de l'intégrale /(a, b) en fonction de a et b.

In(1+1¢)

2. 2-1. Montrer que la fonction t — est intégrable sur I'intervalle |0, 1].

_,rn

2-2. Préciser le rayon de convergence et la somme de la série entiére Z(—— l)"‘?.
L

nz=0
2-3. Montrer que cette série entiére converge uniformément sur le segment [0, 1].

+00 2 1 In(1 t 2
2-4. On rappelle que ; = % ; montrer alors que /ﬂ M dt = %
Eprcuvc de Mathématiques I 1/4 Tournez la page S.V.P.
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Deuxiéme partie

1. Soit f un élément de E'; on note g la fonction définie sur R par

V20, g(x)= /i f(t)dt.
0

1-1. Justifier que g est de classe C! sur R et que la fonction ¢( f) est un élément de E.

1-2. On suppose que la fonction f tend vers une limite finie A lorsque z tend vers +oc;
montrer qu'il en est de méme de la fonction ¢( f). Etudier la réciproque.

1-3. Que peut-on dire dans le cas ol cette limite est égale a +00 ?
1-4. Onpose h(z) ==zf(z), z=0.
1-4-1. Montrer que g —1(g) = (h).

1-4-2. En déduire que si f est intégrable sur [0, +oc[ alors ¢(h) admet (0 comme limite en
+00. Etudier la réciproque.

1-5. Montrer que si f est positive alors, 0 < ¢(y/f) < \/¥(f) ; dans quel cas y’a t-il égalité ?

2. 2-1. Montrer que ¢’ est un endomorphisme de l'espace vectoriel E.
2-2. Montrer que > est injectif.

2-3. L'endomorphisme 1 est-il surjectif ?
3. Soit A un réel non nul.
3-1. Déterminer les applications f de |0, +-oc[ dans R dérivables et vérifiant
V>0, Mfi(z)+(A-1)f(zx)=0.
3-2. Pour quelles valeurs du réel A ces fonctions sont-elles prolongeables a droite en 0 ?

4. 4-1. Est-ce que 0 est valeur propre de ¢ ?

4-2. Montrer que si f € E est un vecteur propre de ¢ associé a une valeur propre j alors f est
une fonction dérivable sur |0, +oc|.

4-3. Déterminer l'ensemble des valeurs propres de 1) et préciser pour chacune d’elles le sous-
espace propre associé.
Troisieme partie

1. 1-1. Montrer quesi f et g sont deux éléments de E5, leur produit fg est une fonction intégrable
sur R+.

1-2. Montrer alors que E> est un sous-espace vectoriel de E.

+oo
1-3. Montrer que l'application (f, g) —— / f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur Ej.
0

Dans la suite, ce produit scalaire se notera (.|.) et ||.|| désignera la norme associée.

2. Soit f un élément de £, ; on note toujours g la fonction définie sur R™ par

Yzz0, g(a:)=f$f(t)dt.
0

Eprcuvc de Mathématiques I 2/4 e
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2-1. Calculer la limite en 0" de la fonction ¢ —— LL“}

2-2. Montrer que, pour tout réel b > 0, la fonction t — % est intégrable sur |0, b] et que

b B bQQ(t) B " b e
[ear@a= [0 de= w2 +2 [ rown 1)

2-3. En déduire que, pour tout réel b > 0,

/:z,:a(f)%} dt <2 (f: () dt) :

b 2
([ourow) .
0
2-4. Conclure que ¥(f) € Ep et que [[¢0(f)] < 2| f].

2-5. On note 103 I'endomorphisme induit par v sur Ey. Que peut-on alors dire de #» en tant
qu'endomorphisme de 1'espace vectoriel normé (Es, ||.||) ?

1
z

3. Soit f un élément de E».

3-1. En utilisant la formule (1) montrer que la fonction z —— z1(f)*(z) tend vers 0 lorsque
tend vers +ooc.

3-2. Montrer alors que (¢(f)[22(f)) = 2(f|¥(f)).

4. Soit f € E» une fonction telle que ||[¢(f)| = 2| f|- Calculer ||¢(f) — 2f]|? et montrer que f est
la fonction nulle.

Quatrieme partie

1. On considére un réel a > 0 et on note f, la fonction définie sur R par f,(z) = e, z = 0.
1-1. Montrer que la fonction f, € E3 et calculer || f,[|%.
1-2. Calculer ¢( f,)(z) pour tout z > 0 puis donner les valeurs de (f,|¢(f.)) et de ”Tﬁgfil)” 3
2. On consideére la fonction f définie sur R par f(z) = i 7 ¥ = 0.
xT
2-1. Calculer ¢(f)(x) pour tout = > 0.
1 =
2-2. Vérifier que f € F, et montrer que (f|v(f)) = f (1‘1“ +1), At )dt.
; t L3
In(1+¢ Int
2-3. Trouver une primitive de la fonction ¢ +— o f+ ) ¥ 11 . puis calculer ||T|Efj|t|)”'
3. Montrer plus généralement que si f € E3 est positive, décroissante et non nulle, alors
(O]
> V2.
171
4. 4-1. Montrer que 'application f — ||L|i5;7; l)“ est continue sur Es \ {0}.
4-2. En déduire que {%ﬂ ; J € Ea\ {{]}} est un intervalle contenu dans |0, 2[.
Epreuve de Mathématiques I 3/4 Tournez la page S.V.P.
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5. Dans cette question, on va montrer ces deux ensembles coincident.

5-1. Pour tout s €] — 1, —3[ on note f, la fonction définie sur R* par
fs(0) =0, fo(t) =t° sit>1, et f, affine sur [0, 1].

5-1-1. Vérifier que f; € E» et calculer || f,|* en fonction de s puis en donner un équivalent
lorsque s tend vers — %

5-1-2. Calculer ||¢(f:)||* en fonction de s et en donner un un équivalent lorsque s tend vers
1

5-
5-1-3. En déduire que la borne supérieure de 1'ensemble { ﬂﬁﬂ ; fEEY {(l}} vaut 2.

5-2. Soit o > 0; onnote f la fonction définie sur R™ par

fiH)=t* site(0,1], et f(t) =t21 site|l,+oof

5-2-1. Vérifier que f € Fy et calculer || f]|? en fonction de .
5-2-2. Calculer |¢(f)||* en fonction de o et en donner un équivalent au voisinage de +oc.

5-2-3. En déduire que la borne inférieure de I'ensemble {W ; feEx\ {[)}} est nulle.

FIN DE L’EPREUVE

Epreuve de Mathématiques I 4/4 FIN
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